I. megoldas. Ha a raktarban csupa egyforma tomegd csomag van, amelyek kézos tomege x, akkor a teherautdkra
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[—} , illetve [—} darab fér el, az elszallithaté tomeg ilyenkor
x x
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A  hianyt", a

fliggvény grafikonjat az dbran lathatjuk.
Ez a hianyfiiggvény a (0; 1] intervallumon értelmes, itt szakaszonként fogyo linearis, azokban a pontokban szakad,

3 4 1
ahol — vagy — értéke egész szam. A grafikont nyilvan elegendd csak az §—nél nagyobb z-ekre vizsgalni, ennél kisebb
x x
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sulyokkal ugyanis a két teherauté legfeljebb 375 tonnanyi hiannyal feltolthetd.
Az is lathato, hogy a fliggvénynek nincsen maximuma, a legnagyobb olyan hidany, ami mar nem érhetd el egyenls

7
salyokkal, a —.
b 7 28 28
Ha tehat 7— =5 tonnanal tobbet akarunk vallalni, akkor ez egyenld silyokkal megakadalyozhato. = +d tonna

1 d 4
terhet példaul mar nem véllalhatunk, hiszen ha d* < min <5, ?) , akkor = +d* tonnas csomagokbol a két teherautora

28
Osszesen 3 + 4 = 7 darab fér, amelyek egyiittes tomege kisebb, mint = + d.
28
Megmutatjuk, hogy legalabb 5 tonna terhet mindig el tudunk széllitani — természetesen, ha van ennyi aru a

7
raktarban. Osszuk ehhez a csomagokat két csoportra: legyenek a nehezek azok, amelyek tomege legalabb — tonna, a

tobbiek pedig a kdnnyiek. Kezdjiik el folrakni a csomagokat az autokra, ha vannak nehezek, kezdjiik ezekkel, majd ha
ezek esetleg elfogytak vagy nincsenek, akkor a kdnnyiekkel folytatva — ha vannak ilyenek — egészen addig, amig mar
egyik autora sem tudunk tébb csomagot folrakni.

Ez persze bekovetkezhetett azért, mert valamennyi csomagot folraktuk maér; ekkor nyilvan teljesitettiik, amit

véallaltunk. Ha egy konnyd csomagnél akadtunk el, akkor mindkét teherauté kapacitasat kevesebb, mint 0 tonna

7 28
hidnnyal hasznaltuk ki, azaz a két teherautén Gsszesen tobb, mint 3 +4 — 2 - =73 tonna teher van; most is
teljesitettiik, amit vallaltunk.
Az az eset maradt, ha egy nehéz csomag folrakasakor akadunk el. Ekkor a nehéz csomagok egyiittes tomege tobb
6 tonnanal, hiszen az elakadéaskor az egyik autot tulterheltiik, a masikbol pedig kevesebb, mint 1 tonna hianyuzik.

Pakoljunk le a teherautokrodl és tekintsiik csak a nehéz csomagokat. Megmutatjuk, hogy méar bel6liik is folrakhato

legalabb = tonna.

8
Ha van két olyan csomag, amelyek egyiittes tomege legalabb — tonna, akkor ezeket tegyiik a kisebbik teherautora.
Ekkor itt még legalabb egy tonna szabad hely marad, hiszen semelyik két csomag nem nehezebb 2 tonnanal. Ez azt
jelenti, hogy a nagyobbik autét elakadasig rakva, az elsé csomagot, ami ott mar nem fér, még éppen elhelyezhetjiik a

. 8 28
kisebbik teherautén. Igy pedig Osszesen tobb, mint 4 4 =5 tonna salyt raktunk fol.
8
Ha barmely két csomag egyiittes tomege 5 tonna alatt marad, akkor kénnyen lathato, hogy ha k > 2, akkor

4
barmely k darab csomag egyiittes tomege is kisebb, mint & - E tonna, tehat barmely 0t csomag egyiittes tOmege

kisebb 4 tonnanal. Igy barmely 6t nehéz csomag elfér a nagyobbik autén, a kisebbiken pedig nyilvan elfér harom.

A két autéra most Osszesen legalabb nyolc darab nehéz csomag rakhato, ezek egyiittes tomege pedig ismét legalabb

l = @ tonna
10 5 ' 0
Ezzel igazoltuk, hogy minden esetben elszallithato legalabb = tonna, ennél tobb azonban nem feltétleniil.

28
Megjegyzések. 1. A bizonyitasbol az is kideriil, hogy valdjaban minden esetben t6bb, mint = tonna terhet tudunk

folrakni az autdkra, ezt azonban nem lehet ,szerzédésben vallalni”.

2. A fenti bizonyitas lényegében hasoléan miikodik, ha a két teherautod kapacitasa a, illetve a + 1 tonna, ahol a
2a+1

a+

tonna.

egész szam. A maximalis vallalhato teher ebben az esetben 2a + 1 —



3. A megoldas soran felhasznéltuk, hogy ha egy adott szamhalmaz elemei koziil barmely m darab atlaga kisebb,

mint ¢, akkor minden k > m esetén barmely k darab atlaga is kisebb, mint ¢. (A fenti bizonyitasban m = 2 és t = R
a szamok atlaga helyett pedig a szamok Osszegérol beszéltiink.)

k k k—1
Egy k elemd H halmaz elemeibdl 6sszesen ( ) =—- ( 1) darab m elemi halmaz készithets. Ekdzben a H
m

m m —

minden egyes elemét ugyanannyiszor, ( 1 )seer hasznéaltuk fel. A H elemeibdl készithets m tagi 6sszegek Osszege
m

k
tehat a H elemei Osszegének a < 1>—szerese, ami a feltétel szerint kisebb, mint < ) -mt. A H elemeinek az
m

Osszege eszerint kisebb, mint
()
m
és éppen ez a bizonyitando allitas.
4. A megoldas soran kideriilt, hogy a maximum az egyenl$ stulyokat feltételezve megkaphato. Ez egyaltalan nem
nyilvanvald, az Interneten kozolt megoldast kdvetve erre adodik egy bizonyitas, ami azonban feltételezi, hogy a rak-
tarkészlet elegendGen nagy. Az alabbiakban Tardos Gdbor nyoman bebizonyitjuk ezt az allitast.

II. megoldas. A kovetkezst igazoljuk. Adottak az M, a, b pozitiv szdmok gy, hogy 1 <a <bés M <a+b—1.
Teljesiil tovabba, hogy minden olyan S szamhalmazbolJA szokasos megszoritassal ellentétben itt most megenged;jiik,
hogy egy szamhalmazban azonos elemek is szerepeljenek. Valéjaban helyesebb volna szamok listajarol beszélni. |
amelyik egyenld, 1-nél nem nagyobb elemekbdl all és amelyben az elemek Osszege legalabbﬁ 1d. a II. megoldashoz
fizott 2. megjegyzést M, kivalaszthatoé két csoport agy, hogy az egyik csoportban az elemek Gsszege legfeljebb a, a
maésikban pedig legfeljebb b.

Azt allitjuk, hogy ekkor ugyanez a kivalasztds még akkor is megtehets, ha a halmaz elemeir6l nem tessziik 6l
hogy egyenldk.

Itt a és b nyilvan a teherautok kapacitisa. Megjegyezziik, hogy a bizonyitas soran nem hasznéljuk fel, hogy ezek
a szamok egészek. Vegyiik észre viszont, hogy ha azok, akkor az M < a 4+ b — 1 megszoritas sziikséges, hiszen ha a

1
raktarban 3 tonnanal barmilyen kicsivel nehezebb csomagok vannak, akkor ezekbdl 6sszesen (2a — 1+ 2b — 1) rakhato

fol, azaz a + b — 1 tonnénal toébbet biztosan nem tudunk elszallitani.
A feladat &llitdsa innen nyilvanvalé modon adodik. A h(z) fliggvény mutatja, hogy barhogyan helyeziink el a

raktarban egyenld tomegt csomagokat, ha ezek egyiittes tomege legalabb = tonna, akkor a két teherauton elfér
legalabb 2—58 tonna, 7 — h(x) > 2

Tekintsiik tehat az S halmazt. ElGszor is feltehets, hogy az S elemei koziil barmelyiket elhagyva a megmaradé
szamok Osszege mar M alé csokken, a tobbi szdmot ugyanis — ha vannak ilyenek — egyszertien elhagyhatjuk, a keresett
szamhalmazok elkészitése, azaz a teherautok feltoltése nélkiiliik is megvaldsithato.

Jelolje m a szamok minimumét, ekkor tehat S elemeinek az 6sszege kisebb, mint M + m. Legyen t az S elemeinek
az atlaga, és tekintsiink egy olyan szdmhalmazt, amely csupa egyenls, ¢ értékd szambol all. A feltétel szerint ekkor
megoldhato a feladat, léteznek tehat az « és B pozitiv egészek tgy, hogy at < a, St < b és (o + )t > M. Tekintsiik
most az eredeti S szamhalmazban az o + 8 darab legnagyobb szamot.

Ezek 0sszege nyilvan legalabb M. Ha szétoszthatok egy-egy «, illetve 8 elemt csoportra tgy, hogy az elsé csoport
Osszege legfeljebb a, a masodiké pedig legfeljebb b, akkor készen is vagyunk. Ha ez nem megy, akkor koziiliik példaul
egy « elemi csoportban az elemek 6sszege nagyobb, mint a.

Tekintsiik most az S halmazban az o darab legkisebb szamot! Ezek atlaga nyilvan legfeljebb t, igy Osszegiik sem
nagyobb, mint a. Ha most ennek a minimalis csoportnak az elemeit egyesével kicseréljiikk az el6bbi ,nehéz” csoport
elemeire — a két csoportban persze lehet atfedés —, akkor lesz egy olyan allapot és egy ennek megfelel6 a elemd H,,
csoport, amelyben az elemek 0sszege még kisebb, mint a, de H, egy elemét egy masikra cserélve az Gsszeg a folé né.
Mivel egy csere legfeljebb (1 —m)-mel noveli a halmaz elemeinek az Gsszegét, azért H, elemeinek az Gsszege, ami még
nem nagyobb, mint a, nagyobb, mint a — (1 —m). Mivel S elemeinek az Gsszege kisebb, mint M + m, azért a H,
komplementerében az elemek 6sszege kisebb, mint

M4+m—-—a+1—m=M-—a+1<b,

a H, halmaz és a komplementere tehat egy-egy megfelel6 részhalmazt szolgéltat. Ezzel a bizonyitéast befejeztiik.

Megjegyzések. 1. A most bizonyitottak szerint elegendd az elszallithaté maximalis terhet azzal a tobbletfeltevéssel
keresni, hogy a raktarban a csomagok tomege egyenls. Ez az abran lathato h(z) fiiggvény felsd hatdrdinak vizsgalatat
jelenti a (0; 1] intervallumon. Ezzel adott a és b egészekre véges sok érték maximumanak a megtalalasava egyszerisodik
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a feladat, nem latszik azonban egyszertinek annak tisztazasa, hogy miképpen fligg ez az érték az a és b szamoktol
altaldban. Ha pedig a és b nem egészek — mérpedig a feladatban ezt semmi nem indokolja —, akkor a fenti bizonyitasban
felhasznédlt M < a + b — 1 feltétel sem latszik sziikségesnek. A probléma tovabbé természetes modon terjeszthets ki
ketténél tobb teherauto esetére.

2. Erdekes valtozatat kapjuk a feladatnak, ha — mint ahogyan ezt az Arany Daniel verseny dént6jében két versenyzo
is megtetteEA versenyfeladat szovege lehetdvé tette ezt az értelmezést is. — a feltételt némileg modositva egy raktarost
is kozbeiktatunk, akinek az a dolga, hogy az altalunk vallalt M tomegi terhet ténylegesen Gsszeallitsa. A feladatban
igy az eredeti valtozathoz képest a ,legaldbb M” helyett pontosan M 06sszegl halmazt kell két, legfeljebb a, illetve

33
b Gsszegii részhalmazra osztani. Az eredeti a = 3, b = 4 kapacitasokkal ilyenkor nagyobb érték, M = — adodik, de

most is igaz, hogy a maximalis elszéallithaté terhet elegendd olyan szamhalmazokon vizsgalni — legalabbis ha egészek
a kapacitasok —, amelyekben az elemek egyenl6k. Ennek bizonyitasat az olvaséra bizzuk.
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