I. megoldas. Az éllitas nyilvan igaz k = 0 esetén. A bizonyitast teljes indukcioval fogjuk végezni. Legyen tehat
k > 1, és tegyiik fel, hogy k helyett (k — 1)-et irva az allitds mar igazolast nyert.

Jelsljon ai, as, . .., ag (€ > 2%) kiilonboz6 egész szamokat. Meg kell mutatnunk, hogy kivélaszthaté koziilik k42 a
feladatban megadott kdvetelménynek megfelelGen. Ezt pontosan akkor lehet megtenni, ha a 0 = a1 — a1, as —aq, ...,
ag — ap szamok kozil kivalaszthato k 4 2 a megfelel§ modon. Feltehetjiik tehat a tovabbiakban, hogy a szdmok k6zott

szerepel a 0. Tovabb4, ha az a1, ag, ..., ay szdmok mindegyike oszthatd egy g pozitiv egész szammal, akkor elegend6 az
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allitast aq, ..., ag helyett az —, ..., — szdmokra igazolni. Feltehetjiik tehét, hogy a szamok relativ primek. Szamaink
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kozott tehat szerepel paros és paratlan szam is. Vagy a paros vagy a paratlan szdmok szdma nagyobb, mint k=1,

Tegyiik fel el6szor, hogy tobb, mint 2F=1 paratlan szamunk van. Ezekb6l az indukeios feltevés alapjan kivalaszthato

k+1 a kovetelménynek megfelelGen. Jelolje ezeket by, ..., bxr1, és legyen c valamelyik paros szadm az aq, .. ., ag szdmok
kozil.
Tegyiik fel, hogy a by, ..., brt1, ¢ szdmok kozott van 1 < 29 < -+ < Ty, €8 Y1 < Yo < -+ < Y, gy, hogy

T1+xo+ -+ Ty =Y1 + Y2+ -+ Y teljesiil. A ¢ szdm az egyenlGség mindkét oldalan legfeljebb egyszer fordulhat
el6. Ha az 1 + 2 + - - - + x,,, ugyanolyan maradékot ad 2-vel osztva, mint m, akkor sziikségképpen az z; és y; szdmok
is mind paratlanok, és az x1 = y1, -- -, Tm = Ym egyenldségek kovetkeznek az indukciés feltevésben a by, bo, ..., bry1
szamokra kirott feltételbsl. Ellenkezd esetben a ¢ szadm az egyenlGség mindkét oldalan szerepel, azt mindkét oldalrél
elhagyva meggy6z&dhetiink arrél, hogy a fennmaradé szamok paronként egyenlék.

Hasonl6 médon okoskodhatunk akkor is, ha az aq, ..., as szémok kdzott a paros szamokboél van t6bb, mint 271,

II. megoldas. Feltehetjiik, hogy a szoban forgéd szamok mindegyike pozitiv, ezt ugyanis elérhetjiik, ha mindegyik
szamot megnoveljiik ugyanazzal az elegendGen nagy pozitiv egész szammal. Ha az Gjonnan kapott szamokra teljesiil
az allitas, akkor az eredeti szamokra is teljesiilnie kell. Irjuk fel most a szamokat kettes szamrendszerben, és tekintsiik
azt a legkisebb helyiértéket, ahol valamely két szam kiilonbozik. Jelolje ezt a helyet 1. Az Osszes szam megegyezik
tehat az utols6 i1 — 1 helyen, az ¢;-edik helyen azonban bizonyos szamokban 0 4ll, a tobbiben pedig 1. Legyen b; egyike
azon szamoknak, amelyekb6l kevesebb van; ha ugyanannyi van a két kiillonboz6 tipusbol, akkor egy olyat valasszunk
ki, amelynek (héatulrol szamitva) az i1-edik jegye 1.

Tekintsiik a tovabbiakban csak azokat a szamokat, amelyek kiillonbdznek b;-t6l az i;-edik helyen. by kivalasztasa
miatt ezek szama nagyobb, mint 287!, és utols6 iy jegyiik rendre megegyezik. Jelolje io azt a legkisebb helyiértéket,
ahol valamelyik két szam eltér, io > ¢;. Kiilonboztessiik meg a szadmokat aszerint, hogy az is-edik helyen milyen
szamjegy all benniik, és valasszuk be-t azok koziil, amelyek kevesebben vannak, a masik csoport szdmmal (amelyekbd&l
tobb, mint 2572 van) pedig folytassuk ezt az eljarast. Ily modon olyan i; < is < --- < ipy1 helyiértékeket és by, bo,
..., bp41 szdmokat taldlunk, amelyekre igaz minden j =1, 2, ..., k esetén, hogy b;, bj1, ..., bry1 utolsé 7; — 1 jegye
megegyezik, de b; i;-edik jegye kiilonbozik bjy1, ..., bpy1 i-edik jegyétsl. S6t, egy brio szdm is talalhatd, amelynek
utols6 ix41 — 1 jegye br1-ével megegyezik, de az ix1-edik helyen a két szam eltér egymastol.

Tegyiik fel most, hogy a b1, ba, ..., bpto szdmok kozott van 1 < o < -+ < Zy, 68 Y1 < Yo < -+ - < Yy, Ugy, hogy
1+ T4+, =y1+y2+ -+ ym =S teljesiil.

Az x1, x2, .., T, Y1, Y2, - -+ Ym SZAmMOK utolséd i; — 1 jegyébdl allo szam mind megegyezd, jeloljik ezt ui-gyel.
Az S —m - uy szadm utolso i; — 1 jegye tehat 0, és az i1-edik jegyet megvizsgalva eldonthets, hogy az z1, ..., &, (és
ugyanigy az yi, ..., Ym) szamok kozott szerepel-e a by. Ha nem, akkor attériink az utolsé iy hely vizsgalatara. Ha
igen, akkor mindkét oldalrol toroljiik a by Osszeadandot, és tgy tériink at az utolsd 1o jegy vizsgalatara. Ilyen modon
a by, ba, ..., bit1 szamokrol sorra eldonthetjiik, hogy szerepelnek-e az Gsszegben: ha igen, akkor mind a két oldalon
szerepelniiik kell. Ezeket sorra elhagyva az egyenl@ség mindkét oldalarol végiil vagy a 0 = 0 egyenlGséghez jutunk,
vagy mindkét oldalon egy-egy szam marad, amely kizarélag by o-vel lehet egyenls.

Megjegyzések. 1. Mindkét bizonyitas egy algoritmust is szolgaltat a keresett k + 2 szam kivalasztasara, méghozza
lényegében ugyanazt az algoritmust.
2. Kézenfekvd kérdés, hogy 2% helyettesithets-e valamely, annal kisebb szdmmal. Terpai Tamés észrevette, hogy
k

van olyan pozitiv ¢ konstans, hogy c- mellett az allitds mar nem igaz.

3/2
Ha ugyanis az elsé n szamboél ki lehet valasztani k + 2 szamot a kivant feltétel mellett, akkor sziikségképpen

k+2 k+2 [2 2k
(= {%J esetén a szamokbol alkotott ( ; > ~ 4 —ﬁ {-tagn 6sszeg mind kiilonb6zd, marpedig ezek egyike
o

sem lehet nagyobb, mint nf ~ %



