I. megoldas. A haromszog cstucsait jelolje A, B és C, a P pont vetiiletei a BC, CA, AB oldalakra pedig legyenek
rendre X, Y és Z. P pontosan akkor sulypontja az XY Z haromszognek, ha a PX, PY, PZ egyenesek rendre felezik
az YZ, ZX, XY szakaszokat.

Vizsgéljuk meg, mit jelent az, hogy a PZ egyenes felezi az XY szakaszt. Ha a PZ és XY egyenesek metszéspontjat
Z'-vel, az X és'Y pontok AB egyenesre esG vetiileteit pedig X sp-vel és Yap-vel jeldljiik, ugy YZ' = Z'X akkor és
csak akkor teljesiil, ha YapZ = ZX ap, vagyis ha YP -sin(Y PZ'<) = XP -sin(X PZ'<).

C

1. dbra

Tegyiik fel az egyszertiség kedvéért, hogy Z az AB szakasz bels6 pontja. Ekkor az 1. dbrdrdl, az AZPY és BXPZ
hurnégyszogeket figyelembe véve, leolvashato, hogy

YPZ'«=180°-YPZa«=YAZ<a< = «o,sXPZ'«=180° - XPZ<x = XBZ<x = 8.
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2. dabra

A 2. dbra mutatja, hogy ez akkor is igaz, ha a Z pont esetleg egybeesik az AB szakasz valamelyik végpontjaval,
vagy azon kiviil helyezkedik el.
A szinusztétel alapjan tehat a PZ egyenes pontosan akkor felezi az XY szakaszt, ha

YZ YP-sma YP AC
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vagyis ha P~ BC" Azon P pontok, amelyekre ez az Gsszefiiggés teljesiil, egy C-n dthalado ec egyenesre illeszkednek,

amelyet megszerkeszthetiink agy, hogy az AC és BC' egyenesekkel, azoknak a haromszoget tartalmazo oldalan, azoktol
AC, illetve BC' tavolsagban parhuzamosokat htizunk, és ezek metszéspontjat Gsszekotjiikk a C' ponttal.



Z P AB XP BC
H 16ké PX (PY kkor felezi YZ (XZ ha — = — (=— = —).
asonloképpen, a (PY) egyenes pontosan akkor felezi az (X Z) szakaszt, ha YP = AC (ZP AB)

Vilagos, hogy a harom feltétel koziil barmely ketts teljesiilése maga utan vonja a harmadik teljesiilését is.

Ha P az XY Z haromszog sdalypontja, akkor sziikségképpen illeszkedik az ec egyenesre, és arra az e egyenesre is,
amelyet ugy szerkeszthetiink meg, hogy az AB és AC egyenesekkel parhuzamosokat htzunk, azoknak a haromszoget
tartalmazo oldalan, t6liikk AB, illetve AC tavolsagban, és ezen parhuzamosok metszéspontjat az A cstccsal 6sszekotjiik.
Az ey és ec egyenesek az ABC haromszog belsejében metszik egymast. A keresett P pont nem lehet més, mint ez a
metszéspont, és ez valdéban jo is.

II. megoldas. (Terpai Tamds gondolata alapjan.) Az el6z6 megoldas jeloléseit megtartva megéllapithatjuk, hogy

P pontosan akkor silypontja az XY Z haromszognek, ha PX + PY + L = ﬁ Forgassuk el ezeket a vektorokat P
koriil az 6ramutaté jarasaval ellentétes iranyban 90°-kal. Az igy nyert PX,, PYy, PZ; vektorok rendre parhuzamosak
és egyiranyuak a haromszog B? , CA és E oldalvektoraival. Mivel az AB, BC, C A vektorok koziil semelyik kettd
nem parhuzamos, tovabba ﬁ + Cﬁ + zﬁ = ?, a P—X1> + m + P—Zl> = 0 0Osszefiiggés pontosan akkor all fenn, ha
van olyan A\ pozitiv szidm, amelyre P—Xl) =\-BC, PY; =\ CT)A és P—Zl> = \-AB. A P pont tehat pontosan akkor
silypontja az XY Z haromszognek, ha

pPX PY PZ

BC ~ CA  AB’
ahonnan a megoldas az elézével megegyezd méddon fejezhets be.

II1. megoldas. Az XY Z haromszoget fogjuk megszerkeszteni. Ezutdn P mér igen egyszertien megszerkeszthetd
az XY Z haromszog sialypontjaként, vagy az AB, BC' egyenesekre az 7, illetve X pontban emelt merdlegesek metszés-
pontjaként. A szerkesztést két 1épésben végezziik: elGszor egy, a keresett haromszoghoz hasonlo, azzal megegyezé allasi
haromszoget szerkesztiink, majd alkalmas hasonlosagi transzformacioval azt a keresett XY Z haromszogbe vissziik.

Vegyiink fel egy tetszéleges (Q pontot a haromszog belsejében, és inditsunk a @ pontbol az AB, BC, C'A oldal-
egyenesek iranyaba, azokra rendre meréleges sap, Spc, sca félegyeneseket. Ezek rendre megegyezs iranytak a PZ,
P—Xz , PY vektorokkal. Olyan X*Y™*Z* haromszoget keresiink, amelynek silypontja @ és amelyben a QX ’é, QY”(, QZ £
vektorok rendre parhuzamosak a PX, PY, PZ vektorokkal. Ez csak gy lehet, ha X™*, Y™, Z* rendre az spc, sca,
sap félegyenesekre esnek. Tegyiik fel, hogy X *-ot mar kijeloltiik az spc félegyenesen.
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3. dbra

Mivel tetsz6leges haromszog stulyvonalai harmadoljdk egymést, nem nehéz megmutatni, hogy az Y*, Z* pontok
ugy szerkeszthet6k meg, hogy az X ™ pontot Q-ra tiikrozziik, majd a tiikbrképen keresztiil az sap, sca félegyenesekkel
parhuzamosokat huzunk. Ezek metszik ki az sca, sap félegyenesekb6l az Y™*, Z* pontokat. Vilagos, hogy béarmely
megoldéds hasonld a keresett XY Z haromszoghoz, s6t azzal egyallasu is. Valasszuk ki azt a megoldast, ahol X™ a
BC egyenesre esik. Az ABC haromszog valamelyik oldalara két hegyesszog illeszkedik. Ha feltessziik, hogy a BC
oldal ilyen, akkor X™ a BC szakasz bels6 pontja. Megmutatjuk, hogy pontosan egy olyan XY Z haromszog van,
amely X*Y*Z*-gal egyéallasi és X, Y, Z cstcsai rendre a BC, C A, AB egyenesekre esnek. Van olyan X* kézéppont,
pozitiv aranyu nagyitas, amely az X *Y* Z* haromszoget olyan X *Y™** Z** haromszogbe viszi, ahol Y** az AC szakaszra
vagy pedig Z** az AB szakaszra esik, és ez igen egyszertien meg is taldlhat6, ha megkeressiik az X*Y™*, illetve X*Z*
félegyeneseknek az ABC haromszog keriiletével alkotott metszéspontjait. Tegyiik fel az egyszertiség kedvéért, hogy Y™**
az AB szakaszra esik. Ekkor az XY Z haromszoget meg kell kapnunk az X*Y™** Z** haromszoghdl egy C kozépponti,
pozitiv aranyt nagyitassal. Egyetlen ilyen nagyitas létezik: a Z pont megszerkesztheté mind a CZ** félegyenes AB
egyenessel alkotott metszéspontja. Vilagos, hogy a kapott XY Z haromszog megfelels lesz.

IV. megoldas. (Arvay Eszter otlete.) Egy, az XY Z haromszoggel egyallast haromszog megszerkesztését a ko-
vetkezd gondolatra tamaszkodva is elvégezhetjiik. Tegyiik fel, hogy P az XY Z haromszog sulypontja, és tiikrozziik
P-t az XY Z haromszog oldalfelezs pontjaira (4. dbra).



4. dbra

Az igy keletkez6 X Z"Y X" ZY" hatszog felbonthato 6 egybevago haromszogre (XPZ", Z"PY, Y PX", X"PZ,
ZPY", Y"PX) amelyek hasonlok az ABC héromszdghoz. Ugyanis, az el6z6 megoldasban leirt moédon lathato, hogy
példaul XZ7"P<« = Z"'"PY<« = Z'PY< = CAB<. Az ABC héaromszog 6 egybevagd példanyat alkalmas modon
egymaéshoz illesztve tehat az X Z""Y X" ZY" hatszoggel egyallast hatszoget szerkeszthetiink. Innen a megoldas a III.
megoldaséval megegyez6 moédon fejezhets be.

Megjegyzések. 1. Harangi Viktor észrevette, hogy a keresett P pont rajta van az ABC' haromszog silyvonalainak
az azonos csucsbol indulé szogfelezGkre vonatkozo tiikorképein, az an. szimmedidnsokon. Ezek egy pontban metszik
egymaést, amelyet a haromszog szimmedidns-pontjanak nevezhetiink, ez tehat a szerkesztends P pont. Ugyanezzel a
ponttal talalkozhatunk Lemoine- vagy Grebe-pont néven is.

2. Nem nehéz meggondolni (de némi diszkussziot igényel), hogy a haromszog hataran vagy azon kiviil soha nem
létezik olyan pont, amely rendelkezne a kivant tulajdonsaggal.

3. Terpai Tamds azt is megvizsgalta, milyen esetben lesz P a vetiileti pontok altal alkotott haromszog valamely mas
nevezetes pontja (magassagpont, beirt kor kézéppontja, koriilirt kor kdzéppontja). Legnehezebb azonban kétségkiviil
a feladatban kittizott eset.



