I. megoldas. Képzeljiik el, hogy a felvételi rendszer reformja miatt azoknak a felvételiz6knek, akik egynél tobb
egyetemre jelentkeznek, egyetemparokat kellene megjeldlniiik az erre a célra rendszeresitett ,, dupla jelentkezési iveken".
Aki persze nem akar tovabbtanulni vagy pontosan tudja, mit akar, annak ilyesmivel nem kell veszGdnie, de ha valaki

példaul 4 egyetemre is jelentkezik, annak 9) = 6 dupla ivet kell kitoltenie.

Egy didknak igy 0, 0, 1, 3, 6, illetve 10 dupla ivre van sziiksége aszerint, hogy 0, 1, 2, 3, 4 vagy pedig 5 egyetemre
jelentkezik. Mindenképpen igaz tehat, hogy aki e helyre jelentkezik, az legalabb 2e — 3 dupla ivet tolt ki.

Ha az osztalyba n didk jar, akik rendre ey, es, ..., e, egyetemre jelentkeznek, akkor a fentiek szerint Osszesen
n n
legalabb Z 2¢; —3=2 Z e; — 3n dupla ivet irnak meg.
i=1 i=1

n
Vizsgaljuk most a Z e; Osszeget. Ez az Osszes jelentkezések szama, amit ha egyetemenként szdmolunk 6ssze, akkor
i=1
n
legalabb 55—‘0 kapunk, hiszen a feltétel szerint minden egyetemre legalabb az osztély fele jelentkezett. A sziikséges

dupla ivek szama igy legalabb 2 Z e;—3n>2- 5% — 3n = 2n. Az 6sszesen 10 egyetemparra igy legaldbb 2n dupla iv
i=1
érkezik, van tehat olyan egyetempar, ahova ennek legalabb az egytizede, E, és ezt kellett bizonyitani.
Csdka Endre (Debrecen, Fazekas M. Gimn., 9. o.t.)
II. megoldas. Legyen az osztaly létszama n, és jelolje s; azoknak a szamat, akik pontosan ¢ darab egyetemre
jelentkeztek. Ha most T" a tovabbtanulni szandékozok, J pedig az egyetemi jelentkezések szama, akkor nyilvan T' =
n
$1 + S2 + S3+ sS4 + s5 < n, mastelsl J = s1 + 259 + 3s3 + 4s4 + Hss, ami a feltétel szerint legalabb 55. Az egyszertség
kedvéert jelolje k a k-adik egyetemet (k =1, 2, 3, 4, 5), az egyetemek egy tetszbleges H részhalmazéra pedig ey azon
diakok szamat, akik pontosan a H-beli egyetemekre jelentkeztek. Igy azoknak a didkoknak a szama, akik jelentkeztek

H-beli egyetemekre: Z ec = Ep. (A szoban forgo halmazok valamennyien az {1, 2, 3, 4, 5} halmaz részhalmazai.)
HCG
Ekkor

E15 =e12 + (€123 + €124 + €125) + (€1234 + €1235 + €1245) + €12345,

ennyien jelentkeztek tehat az 1 és a 2 egyetemre. Még kilenc hasonl6 6sszeget irhatunk fel,

Ey5 =e13 + (e132 + e134 + e135) + (e1324 + €1325 + €1345) + €13245,

Ey5 = eas + (ea51 + €52 + €a53) + (€512 + €4513 + €4523) + €45123.

Azt kell bizonyitanunk, hogy e tiz Osszeg k6zott van olyan, amelyiknek az értéke legalabb E, ez pedig kovetkezne

abbdl, ha e tiz 0sszeg F Gsszege — amelyik szimmetrikus lévén konnyebben kezelhets — legalabb ennek 10-szerese, azaz
legalabb 2n. Vizsgéljuk tehat az E Osszeget.
Egy adott e¢ tagot a G minden kételemi {i, j} részhalmazéhoz felirt E;; Gsszeg tartalmaz, mégpedig pontosan

G .
egyszer. Eszerint az E &sszegben pontosan <| 5 |> alkalommal fordul el az eq tag. Igy

5
E=Y" (|§|>-€G= Y ea+3 > ea+6 > ea+10 > eq.

|Gl=2 |Gl=2 |Gl=3 |Gl=4 |Gl=5

Masteldl a Z ec Osszeg éppen azoknak a didkoknak a szama, akik pontosan ¢ darab egyetemre jelentkeztek, korabbi
|G|=i
jelolésiinkkel s;. Igy az
E = s9 + 3s3 + 654 4+ 10s5

egyenldséget kapjuk, errél az 0sszegrél kell megmutatnunk, hogy legaldbb 2n. Rendelkezésiinkre allnak a
5
T <n(l)saJ > §n(2)

3 1 3 1
feltételek, ebbol kell bebizonyitanunk, hogy E > 2n. Tekintsiik az (1) szerint nyivan teljesiils ik + EE > §T + §E

egyenl6tlenséget. Ennek jobb oldala 1,5s1 + 2s9 + 3s3 + 4,554 + 6,555, ami nyilvan nagyobb vagy egyenld, mint
J = 81+ 289 + 3s3 + 4s4 + 5s5. igy (2) miatt 511 + §E >J> §n, ahonnan rendezés utan valéban E > 2n adodik.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.



Dénes Attila (Békéscsaba, Rozsa F. Gimn., 12. o.t.)

Megjegyzések. 1. Mindkét megoldasbol kideriil, hogy a feladat allitasa éles. Egyenlség pontosan akkor lehetséges,
ha valamennyi becslésben egyenl6ség van, senki nem jelentkezik 0, 1, 4 vagy 5 egyetemre, és az osztily tanuldéinak
pontosan a fele jelentkezik minden egyes egyetemre.

2. Az s; valtozok segitségével megfogalmazott feladat: keressiik az so + 3s3 + 6s4 + 10s5 dsszeg minimumdt az

S1+ So+ 83+ 84+ S5 <n és az sy + 289 + 3s3 + 454 + Hsy > gn feltételek mellett mutatja, hogy a feladatnak ez a
része az Un. linedris programozas témakorébe tartozik.

3. Erdemes egybevetni a két megoldast. A masodikban a szerz6 szemmel lathatolan nem hasznalta ki, hogy a
feladat egy osztaly tanuloéirdl szol, az n-nel valé osztés utdn a megoldés sz6 szerint alkalmazhatd barmely halmazra
és annak részhalmazaira, amennyiben a részhalmazokhoz mérgszamot — példaul teriiletet — rendeliink. Ez a mérdszam
a feladatban a halmazok elemszama, az elsé megoldas kombinatorikai megkozelitésében alapvets volt, hogy a széban
forg6 halmazok végesek. A feladat allitdsa a masodik megoldas szerint nem csak ekkor igaz, tehat példaul a kovetkezd
allitast is igazolta a szerzé:

1
Eqgy egységnyi teriiletd zsdkon 6t folt taldlhatd, amelyek barmelyikének a teriilete legaldbb 3 Mutassuk meg, hogy

1
van a foltok kézdtt kettd, amelyek kdzos részének teriilete legaldbb —.

Ennek a feladatnak a megoldaséarol és lehetséges altalanositasairol szol I. M. Jaglomnak a Kvant cimi folydiratban
megjelent klasszikus cikke, amelynek forditasat szamunk 10—20. oldalan kozoljiik.



