I. megoldas. A bal oldal harmadik és negyedik tagja igy alakithat6 at:
cla — b)? + dabe = c(a + b)°.
Vonjuk le ezutan a bal oldal egyes tagjaibol a jobb oldal megfelels tagjat, igy a kiillonbség szorzatta alakithato:
a((b—c)? —a?) +b((c—a)” =) +c((a+b)* - ?) =
=alb—c—a)b—c+a)+blc—a—-b)(c—a+b)+cla+b—c)la+b+c)=
= (a4+b—c)(ab—ac—a* —bc+ ab—b* + ac + be + ¢) =
=(a+b—c)(— (a—b)2+c2) =(a+b—c)la=b+c)(—a+b+c).
Itt mind a harom tényezd pozitiv, mivel egy haromszog két oldalanak az Gsszege nagyobb a harmadiknal. Ezzel a
feladat allitasat igazoltuk.

Megjegyzések. 1. A feladat allitasa igy is fogalmazhato: az egyenlGtlenség teljesiilése sziikséges feltétele annak, hogy
a, b, c hosszusigu szakaszokbol haromszoget lehessen szerkeszteni.

Konnyen lathato, hogy pozitiv a, b, ¢ szamokra szoritkozva a feltétel elégséges is. Valoban, ha az egyenlStlenség
teljestil, akkor az atalakitassal nyert szorzat pozitiv, tehat vagy mind a harom tényez6 pozitiv, vagy ketts negativ, egy
pozitiv. Az elsé esetben létezik a, b, ¢ oldali haromszog. Ha viszont pl. az elsé két tényezd negativ volna, akkor az
Osszegiik, 2a is, holott a pozitiv. Ez teh&t nem lehetséges.

2. Ha a haromszog egy szakaszt lefeds két szakassza fajul el, akkor a két oldal egyenlévé valik.

II. megoldas. A két oldal kiilonbsége tagokra bontas utan igy alakithato at:
(1) a(b® +c* — a?) + b(c? + a* — b?) + c(a® + b* — ¢*) — 2abe.

Ez, a haromszog a, b, c-vel szemkozti szogeit, mint szokas, «, [, y-val jeldlve, a cosinustétel alapjan igy alakithaté
tovabb:
2abe(cos o + cos 8 + cosy — 1).

Itt, felhasznalva, hogy o + 8 + v = 180°, tovabba a kénnyen igazolhat6
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Ez a kifejezés nagyobb, mint 1, mert «/2, 8/2, «v/2 hegyes szogek, s igy sinusaik pozitivok. Ezzel a feladat allitasat
igazoltuk.

Megjegyzés. Ha (1)-ben —2abc helyett —3abe-t irunk, a kifejezés mar nem lesz pozitiv. Ez volt az 1964. évi VI
Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia 2. feladatal] Az allitas tetszés szerinti pozitiv a, b, ¢ szamokra helyes marad,
s6t mindkét oldalhoz 2(a® + b + ¢*)-t adva a szimmetrikusabb

(@ 4+ + ) (a+b+c) <2(a®+ b +3) + 3abe
alak altalanosithato a kovetkezé modon: Ha ay,as . .., a, nem-negativ szdmok, akkor

(a7 P +ay P+ Fa Na Fag+ .. Fan) <
<(n—=1)(al +af+...+a}) +naraz...an.

Ez viszont az 1968. évi Schweitzer Miklos matematikai emlékverseny (egyetemi hallgatok versenye) 2. feladata volt

'Lasd pl.: Hack Frigyes: Fliggvénytablazatok — Matematikai 6sszefiiggések, Tankonyvkiado, Budapest, 1967. 75. old.
2Lasd a feladat megoldasat K.M.L. 31 (1965), 24-25. old.
3Lasd Matematikai Lapok 20 (1969), 150-154. old.



