I. megoldas. A feladatot megoldjuk, ha megkeressiik

19
I. azokat az a és b pozitiv egész szdmokat, amelyekre b < 99, % < 99 és % az ilyen tortek koziil a legnagyobb;
illetve 19
II. azokat a c és d pozitiv egész szadmokat, amelyekre d < 99, 2 > 99 és 2 az ilyen tortek koziil a legkisebb.

19 a 196—99a
L. Vizsgéljuka D = — — - = ——
Vizsgaljuk a 9 3 99%

Legyen el6szor 196 — 99a = 1. Ekkor 196 = 99a + 1, amib6l b = 5a +

> 0 kiilonbséget!
4a+1

. 19
Mivel b < 99, azért a kisebb, mint 20. Igy a szamlalo, a 4a + 1 értéke 19 paratlan tobbszordseként 19 vagy 57. A

. 14
19 nem megfelel§, mivel 18 nem oszthatéd 4-gyel. Igy 4a + 1 =57, a = 14 és b = 73, a tort pedig —.

73
1
Ebben az esetben D = 99.73" Ez a legkisebb kiilonbség, mivel ha D szamlal6ja egynél nagyobb lenne, akkor a
nevezGben csak 99-nél nagyobb b esetén lehetne a tort kevesebb, mint 99.73"
19 99¢ —19d
IT. Vizsgaljuk most is a D = 2 ~99 = CQT > 0 kiilonbséget!

4c—1
Legyen el6szor 99¢ — 19d = 1. Ekkor 19d = 99¢ — 1, amibél d = 5¢ + 619 .

Mivel d < 99, azért c kisebb, mint 20. Igy a szamlalo, 4c — 1 értéke 19; 57 vagy 95. 57 nem megfelels, mivel 18 nem
oszthato 4-gyel. 95 esetén ¢ = 19 és d = 100, tal nagy. Igy 4c —1 =19, c =5 és d = 26.

Ebben az esetben D = ; Ha ennél kisebb kiilonbséget keresiink, akkor ha D szamlaléja e, akkor d legalabb
26e < 99. Emiatt a D szamlaléja legfeljebb 3.

Ha 99¢ — 19d = 2, akkor 19d = 99¢ — 2, amibél d = 5¢ +
4c — 2 = 38 a megoldas, amib6l ¢ = 10 és d = 52.

Ha 99¢ — 19d = 3, akkor 19d = 99¢ — 3, amibdl d = 5c+ 401—;3 Most csak a 4c — 3 = 57 a megoldas, amibdl ¢ = 15
és d="T8.

Mindhéarom eredmény az % tortet adja.

4c — 2

. A fentiekhez hasonlban ellendrizhets, hogy csak a

1
A feladat megoldasa tehat: -3 <z < % az a legbdvebb (nyilt) intervallum, ahol a — a legkisebb nevezGji tort.
Hablicsek Marton (Fazekas M. F6v. Gyak. Gimn., 8. o.t.)

II. megoldas. Megmutatjuk, hogy ha 0 < % < % és 19b — 99a = 1, akkor az (%; é—g) intervallumban minden
tort nevezdje nagyobb 99-nél — valojaban, mint latni fogjuk majd, 99 + b-nél is.

Legyen tehat 0 < % < g < % A nevezdkkel szorozva 99aq < bp - 99 < 19bq. Igy ¢ = 19bg — 99aq = 19bq — 99bp +
99bp — 99aq = (19 — 99p)b + (bp — aq) - 99 > b+ 99 (1. dbra).

q = (196 — 99a)q
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99k b > 9945
1. dbra

19 19
Ugyanigy igazolhatd, hogy ha 99 < 2 és 99¢ — 19d = 1, akkor a <@; g) intervallumban minden tort nevezgje

nagyobb, mint 99 + d.
A megoldashoz tehat meg kell keresniink azt a legkisebb pozitiv b, illetve d nevezst, amelyre

196—99a =1, illetve(1)99¢ — 19d = 1.(2)

Ismeretes, hogy — mivel (19, 99) = 1, a fenti egyenleteknek van, mégpedig pontosan egy olyan (b, a), illetve (d, ¢)
megoldasa, hogy 0 < b <99és 0 <a < 19,illetve 0 < d <99 és 0 < c < 19,s6t,a 196 — 99a = 99¢c — 19d egyenlGség
atrendezésével kapott 19(d + b) = 99(a + ¢) feltételbdl ezekre a minimalis megoldasokra d + b =99 és a + ¢ = 19.

Az (1), (2) an. diofantikus egyenletek megoldasara tobb modszer ismeretes — az I. megoldasban valojaban ezeket
az egyenleteket oldotta meg a bekiild6 — és ezek barmelyikével b = 73, tehat d = 99 — 73 = 26, a = 14, tehat

73’ 26
19 14+5 14 5
Megjegyzések. 1. A megoldasbol kideriil, hogy a keresett intervallumban 99 = W+26’ a két végpont, -3 és %

0 1
ugynevezett medianja. A medianképzés segitségével a 0 = 1 és az 1 = 1 tortekbdl kiindulva a [0, 1] intervallum

19 14 5
¢ =19 — 14 = 5, a maximalis intervallum pedig, amelyben 9 a minimalis nevez§jid tort, ( )



barmely tortjéhez eljuthatunk, ezeket redukilt — azaz egyszertsitett — alakban kapjuk, és minden b tort a legbGvebb
q

olyan intervallum két végpontjanak a medidnjaként all el§, amelyben b a minimalis nevezGjd tort.

q
A konstrukeio leirasa megtalalhaté Graham-Knuth—Patashnik: Konkrét matematika (Miszaki Konyvkiado, 1998)

c. konyve 117-119. oldaléan.
A fenti konyv 118. oldalan a konstrukciot megvalosito, an. Stern—Brocot-fa kezdete lathato (2. dbra).
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177
A faban az — szimbolum segitségével az 1-nél nagyobb torteket is megkapjuk. Ha tgy tetszik — mint ahogyan a

1
marg6n olvashato ,graffiti” mondja, — értelmezhets a ,yégtelennek nem redukalhato tort alakjaban torténd elGallita-

saként”. A faban minden tort az els balra, illetve jobbra felfelé utbaejtett szam medianja.
A Stern-Brocot-fa felhasznalasaval oldotta meg a feladatot Gerencsér Baldzs és Kovdes Erika Rendta (mindketten

19
a Fazekas M. F6v. Gyak. Gimn., 10. osztalyos tanuldi). A hivatkozas utédn a feladat annyi, hogy a 99 tortet kell
megtalalni a faban. A két tort, amelynek medianjaként megtalaltuk, hatarolja a keresett intervallumot.

19
Az alabbiakban Gerencsér Baldzs abrajanak egy tipografiailag modositott valtozatan mutatjuk be a 9 felkutatasat
19
a faban. Induljunk el az egyik kezd6pontbol, és mindig a 9 felé lépjlink tovabb: ha az éppen érintett szam nagyobb,

19
mint 99’ akkor balra, ha pedig kisebb, akkor jobbra lépjiink a faban (3. dbra).
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9 a - és az 2% medianjaként adodott, a keresett intervallum tehét (7 3 5 6).

2. A redukalt tortek fenti szarmasztatésaval all szoros kapcsolatban a 0 és 1 kozé es6 tortek Farey-sorozatokba
torténd elrendezése. Errél olvashatunk tobbek kozott — a mar idézett konyv 119-120. oldalan, tovabba a KéMalL
1999/1. és 2. szamaban megjelent Holl6-Szabé Ferenc: A Riemann-fliggvényrdl cimi cikkében. N-edrendd Farey-
sorozatnak nevezzik és Fn-nel jeloljik a 0 és 1 kozotti olyan redukalt tortek névekvGen rendezett sorozatat, amelyek
nevezdje nem nagyobb, mint N. Példaul
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Fn-et megkapjuk, ha F; =
nagyobb, mint N.

Fn barmely két szomszédos 2, ¢ elemére cb—ad =1, igy a g—hez tartozé maximalis intervallum két végpontja 9
két szomszédja lesz az Fgg sorozatban. Gdspdr-Merse Eléd (Fazekas M. Fév. Gyak. Gimn., 12. o.t.) ezzel a mddszerrel
kereste meg a széban forgé intervallumot.
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T i_b(ﬂ indulva mindannyiszor beszirjuk a medidnokat, valahdnyszor a nevezé nem



