Legyen az N egész szam kétféle felbontésa:
a2+b2=c2+d2:N,

ahol a, b, ¢, d pozitiv egész szamok, és példaul a > ¢, d > b.
Atrendezve és szorzatta alakitva az egyenlGséget, kapjuk, hogy

(a+c)a—c)=(d+b)(d-0D).

A négy tényezs paritasa megegyezik, mert ha (a + ¢) paratlan, akkor (a — ¢) is az, tehat szorzatuk is paratlan,
igy a jobb oldali két tényez6 ugyancsak paratlan lesz. Vagyis ebben az esetben N-nek 4 kiilonb6z6 pozitiv paratlan
osztdja van. Hasonlé mondhatoé el a paros esetre is. Konnyd olyan kis egész szamot taldlni, amelynek 4 kiilonbo6zé
paratlan pozitiv osztéja van. Ha felirjuk sorban az egész szamokat, és megnézziik, melyiknek hany osztdja van, rogton
lathatjuk, hogy N = 15 példaul ilyen; osztoi: 1, 3, 5 és 15. Az osztok szorzatara az 1-15 = 3 - 5 egyenlGség all fenn.

Mivela+c>a—c;a+c=15,a—c=1, ahonnan a =8, c = 7. Tovabba d+b > d — b miatt d+b=05,d—b =3,
ésinnen d=4,b=1.

Valoban, N = 8% + 12 = 72 + 4% = 65 megoldas.

Most mar csak azt kell igazolnunk, hogy 65 a legkisebb egész szam, amely eleget tesz a kdvetelménynek.

Ehhez készitsiik el az 2® 4 y? Osszegek tablazatat 1 < z, y < 8 esetére. A tablazatbol leolvashatjuk, hogy a
négyzetosszegek mind kiilonboz6k, kivéve az altalunk mar megkapott 65-6t.

Megjegyzés. A Gauss-egészek szamelméletébdl tudjuk, hogy az N szam pq alaka, ahol p és g a két legkisebb 4k + 1
alakt pozitiv primszam, azaz p =3, g =13 és N =5-13 = 65.
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