A fiiggvényegyenletet atirva a g(x) = log f(e™") fliggvényre

(1) g(g(z+y)) = g(x)+g(y).

Ezt felirva a 0 és x + y szamokra is,

(2) 9(x) +9(y) = g(9(z +y)) = g(g(0 + (z +y))) = 9(0) + g(z + y).

Bevezetve a h(z) = g(z) — g(0) fiiggvényt, (2) a h(x + y) = h(z) + h(y) alakba irhato. A h fiiggvény folytonos és
additiv, tehat h(z) = ax egy alkalmas x valés szammal. A g(0) = b jeloléssel g(z) = ax + b. Ezt visszahelyettesitve
(1)-be

3) (a® —a)(z +y) + (a—1)b =0,

ami kétféleképpen lehetséges: a = 1 és b tetszGleges valos szam, vagy a = b = 0. Az (1) egyenletnek ezek a megoldasai.
A megoldasokat visszairva f-be, az els6 esetben

e~ b

— o—9(ogz) _ =
fla)=e —,

a masodik esetben

f@) =1.
A fiiggvényegyenletnek tehat a konstans 1 és a € alaka (c > 0) fuggvények tesznek eleget.
x

Megjegyzés. A megoldéas hasonléan megy akkor is, ha nem kotjiik ki a folytonossagot, csak a h additiv fiiggvényt
nem lehet olyan egyszerten felirni. A (3) egyenlet helyett azt kapjuk, hogy tetsz6leges z-re

(4) h(h(z)) — h(z) = b — h(b).

Az & = 0 helyettesitésbol h(b) = b és h(h(z)) =

) (x), azaz h egy projekcio. Konnyt ellenérizni, hogy ez a két
feltetel elégséges is, azaz (1) megoldasai a g(z) = h(zx

h
+ ¢) alaku fiiggveények, ahol h tetsz6leges projekcio.



