I. megoldas. Rendezziik at a bizonyitandé egyenlGtlenséget:

sinx

7((3083:)1/3 -z >0.

Ha z = 0, akkor a bal oldal 0. Megmutatjuk, hogy a bal oldal a (O; g) intervallumban szigorian monoton névé. Ez

kovetkezik abbol, ha a derivaltja pozitiv a (O; g) szakaszon.

A bal oldalt derivalva

(cosz)? + 2 (cos )73 - (sinz)?

(cosx)

L 14 2cos?x

2 4
3 3

3(cosx)

A szamtani és mértani k6zép kozti egyenlGtlenséget felhasznalva a derivaltban 1év6 tort szamlélojara:

1+ cos?z + cos?
3

> (1-cos? - cos® 2)3 = (cos ).

A derivalt tehat pozitiv a megadott intervallumon, és ez az, amit bizonyitani akartunk.
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II. megoldas. Ismeretes, hogy lim S 1, igy lim <smx) = 1 is igaz. Legyen f(z) = <s1n ) — cosx.
z—0 I z—0 x x
Ekkor lim f(x) = 0.
x—0
0
Ebbdl kovetkezik, hogy minden pozitiv tagi, 0-hoz tart6é (z,) sorozatra f(x,) — 0. Ha a € (O; 5), akkor az
x . x
Ty = on sorozatra is f (2—n) — 0.
Ha megmutatjuk, hogy ez az f (2%) sorozat monoton fogyo, akkor ebbdl kovetkezik, hogy f(x) > 0. Ellenkezs
esetben ugyanis egy negativ tagi monoton fogy6 sorozat tartana nulldhoz, ami nem lehetséges.

Azt, hogy az f (%) sorozat monoton fogyo, az f(2z) > f(z) formaban igazoljuk.

Meg kell tehat mutatnunk, hogy ha 0 < 2z < g, akkor

. 3 . 3
sin 2x sinx
— cos2x > — COS .

Felhasznalva, hogy cos 2z = 2cos? z — 1 és hogy sin 22 = 2sin x cos z, rendezés utan kapjuk, hogy

. 3 . 3 . 3
—2cos’x +cosz +1 > (smx) _<s1nxcosx) _(sm;v) (1 —cos®z).

T T T

3 2 az ismert modon (1 — cosz)(1 + cosz + cos? z), tehat

A bal oldal szorzatta alakithaté, a jobb oldalon pedig 1 — cos
egyenl6tlenségiink a

sinx

3
> (1 —cosx)(1 + cosz + cos 2?)
x

(2cosz +1)(1 — cosz) > <

alakba irhat6. Ha 0 < z < g, akkor 1 — cosz > 0 és 0 < 0 < 1. Igy (1 — cosx)-szel osztva (smx) <1
z x

felhasznélasaval elegendd annyit bizonyitani, hogy

2cosx + 1> 1+ cosx + cos® z,azaz cosz > cos’ x,

ami nyilvan teljesiil, hiszen az adott intervallumon 0 < cosz < 1.
Csdka Endre (Debrecen, Fazekas M. Gimn., 9. o.t.)

ITI. megoldas. Felhasznalunk két azonossagot, amelyek részletes bizonyitdsa megtaladlhaté példaul Denkinger
Géza: Analizis (Tankonyvkiado, Budapest, 1987) cimii konyvének 316. oldalan. Eszerint minden valos x-re

' P T R o0 L a2kl . 22 gt g0 o0 . 22k
smxzw—g—i—a—ﬁ—i—---:kzzo(—l) m,(l)zlletvecosle—g—i—z—a—i—---:kzzo(—l) (2k)!'(2)

Megmutatjuk, hogy

5 7 $2n+1
T T L= B D
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n>2
és



x x x
—t = (=" <0
e YlE =
Mindkét egyenlGtlenség kovetkezik az
™ "
e w2
n>m

egyenlGtlenségbdl, amit a 0 < x < 2, m > 3 feltevéssel igazolunk:

Z (m+1)(m+2)...n> >M<1_

n>m

n

x™m €T x™m
W‘ZH_WG_

n>m

Py <m+1>"-m>'

pn—m X
Z ——————— pozitiv tagiu végtelen mértani sor, amelynek hanyadosa, —— kisebb 1-nél. A sor konvergens,
(m+ 1)n—m m+1

n>m

Osszege
T
S = m+1 _
1-— mﬁ-l m+1—zx
Ha m > 3, akkor
S<—— <1,

hiszen x < 4 — x teljesiil, ha x < 2.
Visszatérve az (1), (2) formulakra, a kapott egyenlStlenségbdl kovetkezik, hogy

. x3 . 1 2 ozt
Sln$>iE—§ es cosxr < —54—?
Eszerint, ha = > 0,
sinx 3 x? 3 x? ot
>11—— és l1—— 4+ — >cosz.
T 3! 2! 4!

A bizonyitandé allitas most mar kovetkezik, ha belatjuk, hogy 0 < z < g esetén

CE2 3 .’I;Q .’I;4
(1—§> >1_§+Z-

Kifejtve, a bal oldal:

A S S S R A
3! (31)2 (303 2 12 216
igy elég megmutatni, hogy
x? o 28
24~ 216’

azaz 9 > x°, ami pedig teljesiil, ha 0 < z < g
Vizer Maté (Fazekas M. F6v. Gyak. Gimn., 12. o.t.)

Megjegyzés. Kiss Gergely (Fazekas M. F6v. Gyak. Gimn., 12. o.t.) dolgozataban indukcioval igazolta, hogy

6'4’71/
sinx\ T
> cosz,
T

. n

6
247 +1
ITI. Béla Gimn., 12. o.t.) igazolta, hogy ha a kitevében 3-nal nagyobb szam all, akkor az egyenlGtlenség mar nem

ha n > —1 egész. Ebbdl a bizonyitandé allitdst lim = 3 felhasznéalasaval kapta meg. Ivaské Gyirgy (Baja,
n—oo

teljesiil a (O; g) intervallum minden pontjara.



