Megjegyzés az F. 3288. feladathoz

E. 3288. Legyenek n és k pozitiv egészek és p primszdam gy, hogy pk|n!. Bizonyitsuk be, hogy ekkor n! oszthato
(ph)*-nal is.

A Ko6MaL 2000/1. szaméanak 36-37. oldalan a fenti feladatra két megoldast is kozoltiink. Amint arra Kiss Gergely
(Fazekas M. F6v. Gyak. Gimn., 12. o.t.) felhivta a figyelmiinket, az I. megoldas hibas, az allitas, amelybdl az indukcio
kiindul, nem igaz. Abbol ugyanis, hogy m a legkisebb olyan egész szam, amire p® | m!, nem kivetkezik, hogy m + p a
legkisebb olyan pozitiv egész, amelynek faktorialisa p'T1-nel oszthato. A legegyszertibb ellenpélda a p = ¢ = 2. Ekkor
az a legkisebb m, amire m! oszthato 4-gyel, az m = 4; és 4! oszthaté 23-nel is.

A megjelent hibas teljes indukcios bizonyitas helyett Fried Ervin az alabbi bizonyitast bocsatotta a lap rendelke-
zésére:

Legyen p rogzitett primszam, és jelolje k(n) azt a legnagyobb kitevst, amelyre pk(") osztOja nl-nak. Elég az allitast
k(n)-re bizonyitani, hiszen k < k(n) esetén (p!)* osztéja (p!)*™-nek. (Az eddigiek csak az egyszertibb szamolést
szolgaljak.)

Azt kell tehat bizonyitani, hogy (p!)k(”) osztdja n!-nak. Ezt az allitast n-re vonatkozo teljes indukciéval bizonyitjuk.
Az n = 1 esetben k(1) = 0 kovetkeztében az allitas igaz. Tegyiik fel, hogy az allitas teljesiil minden n-nél kisebb
termeészetes szam esetében, és vizsgaljuk n!-t. Ha p nem osztdja n-nek, akkor k(n — 1) = k(n) miatt (p!)k(") osztoja
(n — 1)l-nak; igy nl-nak is.

Legyen most n = pm. Mivel p primszam, azért az n!-ban fellépé maximalis p-hatvany megegyezik az 1-p, 2-p, ...,
m - p szamok szorzataban felléepd maximalis primhatvannyal. Ez a szorzat pontosan p™ - m!. Igy k(pm) = m + k(m).
Bontsuk fel most az n!-t m + 1 tényezd szorzatéra. Az els6 m tényez6 a kovetkezd:

1.2...(p_1)7
(ip+1)-(ip+2)--- (i +1)p—1),

(m=Dp+1)-((m—=1)p+2)---(mp—1).

Ezen tényez6k mindegyike oszthato (p—1) faktorialissal, hiszen barmilyen ¢ egész szam esetén ¢t egymas utani egész szam
szorzata oszthato t!-sal. Ez a szorzat tehat oszthato a (p — 1)!I" szammal. A fennmaradé tényezs a p™ - m! szorzat. A
p™ tényezot az el6z6 szorzathoz hozzavéve egy olyan szorzatot kapunk, amely oszthato (p!)™-nel. Az indukcios feltevés
és m < n miatt m! oszthato (p!)*™-nel. A mar belatott k(n) = m + k(m) Osszefiiggesbol kovetkezik az allitas.



