Kozismert, hogy ha egy haromszog oldalai a, b, c. keriilete 2s, teriilete 7', beirt korének sugara p, a hozzéirt kor
sugarai pedig 04, 0p €s 0., akkor

(1) 05=0a(s—a) = op(s =) = oc(s =) =T = /s(s —a) (s — b) (s — c).

(A képletek bizonyitasanak vézlata a megoldas utani megjegyzésben olvashato.)
Elegend6 megmutatnunk, hogy a g, - o5 = T és az a® + b* = ¢? egyenlGségek ekvivalensek. Az (1) Osszefiiggések
szerint

T T T?

Qa0 = " T (S_a)(s_b)zs(s—c).

Lathato, hogy o, - 0, = T pontosan akkor teljesiil, ha s(s — ¢) = v/s(s — a)(s — b)(s — ¢), azaz ha
s(s—c)=(s—a)(s—b).
Mivel 2s = a + b + ¢, azért ez ekvivalens az
(a+b+c)la+b—c)=(c—a+b)(ct+a—1b)

egyenldséggel. Elvégezve a szorzasokat
(a+b)?—c2=c*—(a—b)?

adodik, amit rendezve és 2-vel osztva kapjuk az a® + b* = ¢? Osszefiiggést. Ez éppen az, amit bizonyitani akartunk,
hiszen egy haromszog pontosan akkor derékszogi, ha két oldalhosszanak négyzetosszege egyenlé a harmadik oldal
hosszanak négyzetével.
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Megjegyzés. A képletek bizonyitasahoz hasznaljuk az dbra jeloléseit. Az ABC héaromszog teriilete megegyezik az
OAB, OBC és OC A haromszogek teriiletének 6sszegével. A harom kis haromszog mindegyikében ¢ az O-bol induléd
magassag, amibSl 2T =c- o+ b- 0+ a- o = 2ps adodik. Ha az O 4 AB és az O 4 AC haromszogek teriiletének 6sszegébdl
kivonjuk az O 4 BC haromszog teriiletét, akkor szintén az ABC haromszog teriiletét kapjuk. Az O4-bol hizott mind-
harom magassag 0, €zért 2T = c- 0, +b - 0o —a - 04 = 204(s— a). Ugyanigy lathato be, hogy 0p(s—b) = T = p.(s—c).

Az OB egyenes az ABC haromszog B-hez tartozo bels6-, O 4 B pedig egyik kiilss szogfelezGje, ezért OBO 4 <t = 90°.
Tehat OBE< = BO4H<, mert meréleges szart hegyesszogek. Igy az OBE és a BOaH derékszogt haromszogek
hasonléak, mert megfelels szogeik egyenlSk. Ezért a megfelels oldalaik aranya is megegyezik:
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Mivel egy korhoz egy kiils6 pontbol hizhatd két érintGszakasz hossza egyenls, azért AE = AG, BE = BF és CF = CG.
Masrészt AE+ BE = ¢, BF+CF = a és CG+ AG = b, amibdl adodik, hogy pl. BE = s—b. Az Al = AH, BH = BJ,
CJ=CIésaz AH—BH =c¢, Al —CI =bés BJ+ CJ = a egyenlGségekbdl pedig pl. BH = s — ¢ kovetkezik. Vagyis
a (2) egyenl@ség szerint
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Felhasznalva a o = — és a g, = osszefiiggéseket kapjuk, hogy
s

s—a
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amibdl mar egyszerden adodik Héron képlete:

T =/s(s —a)(s — b)(s — c).




