I. megoldas. A valos szamokra kiterjesatett f : R — R, f(z) = 222 + 82 + 7 masodfoku fliggvény szigortan
monoton fogy6 a (—oo, —2) intervallumon. Ugyanis példaul teljes négyzetté alakitas utan adodik, hogy f a minimumat
az ro = —2 helyen veszi 6, igy az f fiiggvény értelmezési tartomanyaban minden x-hez pontosan egy f(x), és minden
f(z) fiiggvenyeértékhez pontosan egy x érték tartozik: az f kolcsonosen egyértelmi, igy létezik az £~ inverz (1. dbra).

Az inverz kapcsolat meghatarozasahoz az

y=2z>+8x+7

Osszefiiggeésbol kell az x értékét az y segitségével kifejezni az x-nek a —2-nél kisebb értékeire. Kézenfekvs a masodfoki
egyenlet megoldoképletét alkalmazni, eszerint nullara rendezés utan
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Innen is latszik, hogy csak y > —1 esetben létezik olyan z, amelyre f(z) = y, az f értékkészlete a (—1, +o00) intervallum,
ami f! értelmezési tartomanya. Ilyen y értékek esetén viszont két olyan x van, amelyre f(z) = y, el kell dénteniink,
hogy ezek kozill melyik van f~1 értékkészletében, azaz f értelmezési tartomanyaban, a (—o0, —2) intervallumban.

1
x1 és g a —2-re szimmetrikusan helyezkednek el (2. dbra). A két szam koziil a kisebbik 21 = —2 — 4/ # < —

2.
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Igy az finverze az f~': (=1;400) = R, f~1:iy— -2 — —;—y fiiggvény.

Megjegyzések. 1. A megoldasban f~! megadasakor kényelmi szempontok miatt az y valtozét hasznaltuk. Ennek
természetesen semmi jelent&sége, az utasitasban épp igy szerepelhetett volna a szokasos z, de barmilyen mas valtozo
is.

2. Bar nem tartozik a feladathoz, most az inverz fiiggvény értékkeészlete is rendelkezésre all, igy f~* : (—1; 4+-00) —
(—o0; —2).

II. megoldas. Annak tisztazasa utan, hogy az f inverze létezik, grafikusan is megoldhatd a feladat. Ismeretes,
hogy egy — kolcsonosen egyértelmd — f fiiggvény inverzének a grafikonja az f grafikonjanak a tiikorképe az y = «
egyenesre. f és f~! grafikonja lathaté a 8. dbrdn.

Az f fiiggvény grafikonjanak, a teljes parabolanak az egyenlete y = 222 + 8z + 7. Ismeretes, hogy egy gorbének
az y = x egyenesre vonatkozo tiikorképének az egyenletét a valtozok x <> y cseréjével kapjuk: = = 2y% + 8y + 7. Az

inverz fiiggvény grafikonja e gorbének az y = —2 egyenes alatti része, ennek egyenlete:
1+x
=-2- .
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Az f figgvény inverze tehat f~ : (—=1;4+00) = R, [T 1z +— -2 — 5

A 3. dbra grafikonjat, a fliggvénynek és inverzének képét legegyszeriibben grafikus szamologéppel rajzolhatjuk fel.
Ha beirjuk az y = 22% + 8z + 7 fiiggvényt, a TI83 grafikus kijelzGjén az alabbi lathato (1. dbra):

1. dbr
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2. abra 3. dbra

vV—r—2
Kis triikkel elérhet6, hogy az értelmezési tartomanyt lesziikitsiik: beszoroztunk 72—ve1: a gyokjel alatt csak
o —
x < —2 esetén 4ll pozitiv szam, egyébként a fliggvény nem értelmezett (2-3. dbra).
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Ezutan csak egy gombnyomaés: , és megkaptuk a fiiggvény inverzének a képét is (4. dbra).

[

4. dbra

ITI. megoldas. Ismeretes, hogy ha fi; és fo két kolcsonosen egyértelmd fliggvény, akkor az f1 o fo Osszetett
fiiggvény is kolcsonosen egyértelmi, és az inverze a komponensek inverzeibdl kaphato, ha azokat forditott sorrendben
flizziik Gssze:

(frofo)t=fito fst.

Hétkoznapibb nyelven ez azt jelenti, hogy egy tobb 1épésbdl allo miiveletsor megforditasat a legutolsé miivelet
megforditasaval kell elkezdeniink. Ez az Gn. ,zokni—cipd-elv”’; az elnevezés remeélhetéleg nem szorul magyarazatra.
Tekintsiik most az alabbi fiiggvényeket:

fi(z) =z +2; fa(z) = —u; fa(z) =2% x>0 fa(x) =22 — 1.
Mivel az f fiiggvényutasitas teljes négyzet alakja f(z) = 2[—(z + 2))*> — 1, igy
Frabe+28 — @+ 28—z +2)282— (@ +2)2 - 1,
azaz [ = fyo f3o fao fi.
A komponensekrdl lathato, hogy kolesonosen egyértelmiiek, inverzeik rendre

r+1

fil(z) = -2+ fy Hz) = —a fg_l(a:):\/g, x> 0; fit= 5

Az f inverze igy f~1 = ffl Of{1 Ofy:l ijla azaz

A [ T (),

r+1

tehat f~'(z) = -2 — . A fliggvény értelmezési tartoménya pedig az f értékkészlete, a (—1; +00) intervallum.

Megjegyzés. A feladatra sok hibas és hidnyos megoldas érkezett. Eltekintve a szohasznalat feliiletességétdl — tobben

a fliggvényt vélték tiikkrozni, nem pedig a grafikont — a legkirivobb hiba az I. megoldas mésodfoki egyenletének formaélis,
1

hibés eredménye, —2 + % mint az inverz fliggvényutasitas. A feladat megoldasainak attekintése jo alkalom lehet

minden olvasonknak a fiiggvényekkel kapcsolatos fogalmak: értelmezési tartomany, értékkészlet, Osszetett fiiggvény,
egyenlet, grafikon, inverz stb. atgondolasara.



