I. megoldas. A vélasz: nem. Megadunk olyan, a feltételeknek megfelels f és g fiiggvényeket, amelyekre f + g
nem veszi fel a 0-t.
Legyen f(z) = x. Ez nyilvan szigorian monoton nd, és értékkészlete a teljes Q.
Legyen
glx) =x —3,ha

x< 1 -2 —1<x<2;2 — 3, hax> 2.
z,ha

A g fiiggvény a (—o0, 1], (1, 2) és [2, 00) intervallumokban kiilon-kiilén szigorian monoton ng, e harom intervallumra
megszoritva értékkészlete a (—oo, —2], (=2, —1), illetve [—1, 00) intervallumok racionalis elemeibdl all. Ezért igaz, hogy
g szigoriian monoton nd, és értékkészlete a teljes Q.

Tegyiik fel, hogy létezik olyan = € Q, amelyre f(x) + g(z) = 0. Ha < 1 vagy « > 2, akkor f(x) + g(z) = 2z — 3,

ami csak x = 3 esetén lenne 0, de ez a szdm nem szerepel a megadott intervallumokban.
Ha 1 < x < 2, akkor

Ez pedig nem lehetséges, mert ilyen = racionilis szdm nincs.
Tehat f 4+ g nem veszi fel a 0-t.
Mathé Andrds (Budapest, ELTE Apéczai Csere J. Gyak. Gimn., 12. o.t.)

II. megoldas. Legyen ismét f(x) = x. Konstrudlunk egy olyan g fliggvényt, amely szigortian monoton ng,
értékkészlete a teljes Q, és f + g nem veszi fel a 0-t.

Legyen (a,) egy racionalis szdmokbdl &llo, szigortan novekvs sorozat, amely V/2-hoz tart; (b,) pedig legyen egy
ugyancsak raciondlis szamokbol all6 és V/2-hoz tarto, de szigorian monoton csokkend sorozat. Ilyen sorozatot készithe-
tiink pl. a V2 =1,414213 . .. tizedesjegyeibdl, pl. a1 = 1; a2 = 1,4; a3 = 1,41; a4 = 1,414; ..., illetve by = 2; by =1, 5;
b3 = 1,42; b4 = 1,415;

Tetsz6leges pozitiv egész n esetén legyen g(a,) = —by, és g(by) = —an. Az [ay, ant1] €s [bnt1, by intervallumokban
legyen g linedris. © < a; és z > by esetén legyen g(z) = x —a; — by. Ez a fiiggvény a (—oco,v/2), illetve (V/2,00)
intervallumokon egymashoz kapcsolodo linearis szakaszokbol all, a két fél grafikon a (\/_ , —\/5) ponthoz torlodik.

A fiiggvény értékkészlete a [—an11, —an] €8 [—bp, —bpt1] (n =1,2,...) valamint a (—oo, —b1] és [—ay, o) interval-
lumok racionélis elemeibdl all. Az intervallumok unidja a —V/2 kivételével az dsszes valos szamot, és ezaltal az Osszes
raciondlis szamot tartalmazza. A g fiiggvény értékkészlete tehat a teljes Q.

Ha 2 < /2, akkor g(z) < —v2 és f(z) + g(z) < V2 — V2 = 0. Ha pedig = > V2, akkor g(z) > —V/2 és
f(z) 4 g(z) > V2 — /2= 0. Ezért az f + g fiiggvény valoban nem veszi fel a 0-t.

Zabrddi Gergely (Gy6r, Révai M. Gimn. 12. 0.) dolgozata alapjan
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