Megoldas. Az allitasnak csak n > 100 esetén van értelme (ennél kisebb érték esetén n — 10+/n negativ), ezért
feltehetjiik, hogy n > 100 és /n > 10.

Az attekinthetGség kedvéért a megoldast tobb segédtétel kimondésara és bizonyitasara bontjuk szét.

I. segédtétel. Ha az f(x) polinom foka kisebb mint n, akkor

1) é(—mk (}) s+ m =0

Bizonyitas. A segédtételt f foka szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk. Ha f foka 0, azaz f konstans, értéke c,
akkor tetszGleges pozitiv egész n esetén

Zn:(—l)’“ (Z)f(x +k) = <Zn:(—1)’“ <Z>> c=(1-1)"c¢=0.
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Tegyiik fel, hogy (1) igaz m-nél kisebb foka polinomokra. Ebbgl bebizonyitjuk pontosan m-edfokd polinomokra
is. Legyen f egy pontosan m-edfokt polinom. Irjuk fel az indukcios feltevést a g(x) = f(x) — f(z + 1) polinomra, n
helyére (n — 1)-et irva. Ezt megtehetjiik, mert az f(x) — f(z + 1) felirasdban az m-edfoku tag kiesik, ezért g legfeljebb

(n — 1)-edfok.
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Ezzel a segédtételt igazoltuk m-edfoki polinomokra is.
IL. segédtétel. Ha a p és q polinomok fokszamdanak dsszege kisebb, mint n, akkor
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Bizonyitas. Alkalmazzuk az L. segédtételt az f = pq polinomra és x = 0-ra:
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Az els6 tagot feliilrsl becsiilve a tobbivel,

®) (o)rono| = |3

amibdl

Ry ma (g(1) d
PO < oy 22 (1) b1a06) < e 10D S ()t

III. segédtétel. Létezik olyan g polinom, amelyre a kévetkezdk egyszerre teljestilnek:
1.4 q foka kisebb, mint 10v/n;
2.4 |q(D)], |q(2)], .., lg(n)| szdmok mindegyike legfeljebb 1;

3.¢(0) > 10.
Bizonyitas. Legyen m = [10\/@ — 1, és legyen T,,, az m-edik Csebisev-polinom. Ennek a polinomnak nagyon sok
nevezetes tulajdonsiga van, ezek koziil a kovetkezGkre lesz sziikségilink:

a) T,, foka pontosan m;

b) Tetszbleges u valos szamra Tpp, (cosu) = cos mu és Tp,(chu) = chmu;



c) Ha |z| < 1, akkor |T},(x)| < 1.
Vélasszuk a g polinomot a kdvetkezéképpen:
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Mivel ez a polinom is pontosan m-edfokd, az 1. tulajdonsag teljesiil.
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Az z — le fiiggvény az 1, 2, ..., n szdmokat a [—1, 1] intervallumba képezi, ezért a c) tulajdonsagbol

kovetkezik a 2. tulajdonsag.
A ¢(0) becsléséhez a 2. tulajdonsaghol tudjuk, hogy
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q(0) =T, (n—l) —ch(m-archn_1>.

1
Mivel tetsz6leges 0 < u < = esetén
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Mivel m > 10v/n — 2 > 9v/n, ebbdl kdvetkezik, hogy

q(0) > ch <9\/ﬁ =ch9 > 10.
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Ezzel a 3. tulajdonsag teljesiilését is igazoltuk.

Ha a III. segédtétel ¢ polinomjat irjuk be a II. segédtételbe, akkor éppen a feladat allitasat kapjuk.



