Mivel a p polinom folytonos fiiggvény és p(0) =1 > 0, azért p(—1) < 0 esetén a Bolzano-tétel szerint p felveszi a 0
értéket a [—1, 0] intervallumon. De p-nek nincs valos gyoke, igy p(—1) = 1—a+b—c+1 > 0, ahonnan a+c¢ < b+2 < 5.
Tehat (a4 ¢)? < 25. A zarojelet felbontva és a 2ac < a4 ¢ Gsszefiiggést felhasznéalva kapjuk, hogy ac < 6,25. A b < 3
feltétel miatt igy abe < 18, 75. Ha tehét a, b, ¢ 3-nél kisebb pozitiv szamok és p-nek nincs gyoke, akkor abe < 18, 75.

Megmutatjuk azt is, hogy abc a [0; 18,75) intervallumban minden értéket felvehet. Legyen a = ¢ = 2,5 — ¢ és

b=3-— % Ha € a (0; 2,5) intervallumon mozog, akkor abc a Bolzano-tétel alapjan minden értéket felvesz a (0; 18,75)

intervallumon.
Most mar csak azt kell bizonyitani, hogy ekkor p-nek nincs valés gyoke. Tegyiik fel az ellenkezdjét:

x4+(2,5—5)x3+(3—%)x2+(2,5_5)+1:0,

Mivel = # 0, oszthatunk z>-tel:
1 1
x2+—2+(2,5—s) <x+—) + (3—5) =0.
x x

<x+é>2+(2,5—5) (w—i—%)—i—(l—g) = 0.
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A masodfoki egyenlet megoldoképlete szerint x + — értékére
x

e—2,54 /22— 3¢ + 2,25
2

Atalakitva:

1 1 1
adodik. A gyokjel alatt (¢ — 1,5)? all, tehat  + — = —5 vagy @ +—=ec—-2.
x
Mindkét egyenletet megszorozva x-szel olyan egyenleteket kapunk, amelyeknek nincs valés gyoke. Tehat ellentmon-
désra jutottunk.
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