A megoldashoz a vektorok skalaris szorzatan kiviil a vektoridlis szorzasra is sziikségiink lesz; az u és v vektorok
vektoridlis szorzatén azt a z = u x v vektort értjiik, amely u-ra is és v-re is merdéleges, z hossza u és v hosszanak, vala-
mint kézbezart szogiik szinuszanak a szorzata, és u, v, ux v ebben a sorrendben tn. jobbrendszert alkot. Felhasznaljuk
a kovetkez6 azonossagokat:

vu=-uxv

tx (u+v) =t xu+tx v (disztributivitas)

t x (uxv)=(tv)u— (tu)v (kifejtési tétel)

(ux vt = (vxtue = (t x uv (az u, v, t vektorok un. wvegyes szorzata; ez pontosan
akkor 0, ha a harom vektor egysika.)

Elgszor azt mutatjuk meg, hogy ha egy tetraéder minden lapjara ,kifelé” azt a vektort allitjuk, amely a lapra
merGleges és a hossza e lap teriilete, akkor az igy kapott négy vektor osszege 0. Jeloljiik a tetraéder egyik csticsabol
a masik harom csidcsba mutaté vektort a, b, c-vel; a négy széban forgd vektor — ha a, b és c ebben a sorrendben
jobbrendszert alkot, ami feltehetd:

1 1 1
w1=§b><a, wz:§c><b7 W3 = jaxec, wy=(a—c)x (b—c).
A disztributivitas szerint 2wy, = a X b — a X ¢ — ¢ X b, ezért valoban wq, + wo + wg + wy = 0.

Térjiink ra ezutan a feladat allitasara. A feltételek alapjan példaul vy, ve és vs nem egysikuak. Nyilvan elegend6

olyan (sziikségképpen nem egysika) a, b, ¢ vektorokat talalni, amelyekre

b x c=2vy,cxa=2vy, (l)axb=2vs.
Az els6 két egyenlet megfelel oldalait vektoridlisan Gsszeszorozva:
(b xc) x (c xa)=4vy X va.
A bal oldalt a kifejtési tétel szerint atalakitva:
(bxc)x(cxa)=[(bxclajc—[(bxc)ca=][(bxc)a]c.

Jeloljiik a keresett a, b, ¢ vektorok vegyes szorzatat W-vel; ekkor We = 4vy x vy, hasonléan Wb = 4vs x vy és
Wa = 4vy x v3. Ez azt mutatja, hogy (1) egyenletrendszeriink megoldéasa csak az ag = vy X v3, by = v3 X vy,
cp = v1 X va vektorharmas skalarszorosa lehet. Valoban (az elgbbiekhez hasonlé atalakitassal),

bo X Co = (Vg X Vl) X (Vl X V2) = [(Vg X V1)V2] Vi,Co X a9 = [(Vl X V2)V3] Vo,ap9 X bo = [(VQ X V3)V1] V3.

V2 V2
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A vq, vo, vs vektorok (nemnulla) vegyes szorzatat V-vel jelolve igy a = WVQ Xvs, b= WVL), X Vi, C= Wvl X Vo

megoldasa (1)-nek, feltéve, hogy V' > 0; ez viszont a vi, va, vs vektorok sorrendjének alkalmas megvalasztasaval
elérhets, ezért eleve foltehetd.
Szilasi Zoltdn (Debrecen, KLTE Gyak. Gimn., 10. o.t.)

Megjegyzések. 1. A vektorialis szorzas felhasznalt tulajdonsagainak igazolasa megtalalhato pl. Hajos Gydrgy: Be-
vezetés a geometridba c. kdnyvében.

2. A megoldas els6 felében tetraéderre igazolt allitas (e specidlis eset eredményének felhasznalasaval!) tetszSleges
konvex poliéderre is igazolhato: a kifelé mutato, a megfelelg lapokra merGleges és lapteriilet-hosszusagi vektorok
Osszege 0.



