Tekintsiink egy NV elemd H ponthalmazt, amely megfelel a feladatban szerepls feltételeknek. Tegyiik fel, hogy H
konvex burkanak n csticsa van. Ezt a konvex n-szoget egy csicsabol kiinduld atloi segitségével n — 2 haromszogre
bonthatjuk, amelyek mindegyikében H-nak pontosan egy pontja helyezkedik el, a mésodik feltétel értelmében. Egy
ilyen haromszog hatarara — az elsG feltétel miatt — H-nak nem eshet més pontja, mint a széban forgé haromszog 3
csucsa. A H halmaz tehat pontosan a konvex burkanak a cstcspontjaibol és az el6bb emlitett n — 2 pontbdl all. Ennek
kovetkeztében N = 2n — 2 = 2(n — 1), azaz paros szam.

A kovetkez6kben megmutatjuk, hogy minden 3-nél nagyobb N paros szam esetén megadhaté a sikon N pont a

N
kovetelményeknek megfelelGen. Legyen n = —+, ekkor n > 3. Tekintslink egy tetszSleges Py P ... P,—1 konvex

n-szoget. Ennek a belsejében vegyiink fel n — 2 tovabbi pontot a kovetkezSképpen. Minden 1 < ¢ < n — 2 esetén
legyen Q; a PyP;P,_1 és P;_1P;P;11 haromszogek k6z0s részének tetszdleges belsé pontja. Azt allitjuk, hogy a H =
{Py, P1, ..., Ph_1, Q1, ..., Qn_1} ponthalmaz megfelel a feltételeknek.

Legyen 0 < ¢ < j < k < n — 1. Azt allitjuk, hogy a P;P; P, haromszog belseje H pontjai koziil egyediil a
Q; pontot tartalmazza. ElGszor azt mutatjuk meg, hogy @); valdéban a P;P;P, haromszog bels6 pontja. A P;P; Py
szogtartomény tartalmazza a Py, Pj, P,—1 pontokat, és igy a PyP;P,_; hdromszdg minden pontjat is. Minthogy @;
ennek a haromszognek belsé pontja, Q; a P, P; P szogtartomény belsejében van (1. dbra).

Hasonloképpen lathato, hogy @); a P; P, egyenesre tAimaszkodo, Pj-t tartalmazo félsik belsejében taldlhato, hiszen
ez a félsik tartalmazza a Pj_1, Pj, Pjy1 pontokat, és QQ; a Pj_1P;Pj41 haromszog belsé pontja (2. dbra).

A Q; pont tehat az 1. dbrdn lathato nyilt szogtartomany és a 2. dbran lathaté nyilt félsik kozos részében van, ez
pedig éppen a P;P; P, haromszog bels6 pontjainak halmaza. Most megmutatjuk, hogy ez a halmaz H pontjai koziil
a @;-n kiviil egyetlen pontot sem tartalmaz. A PyP; ... P,_; sokszog konvex, ezért egyik cstcsa sem eshet a P;P; Py
haromszog belsejébe. Tekintsiik most valamelyik @; pontot, ahol [ # j. Ez a pont a P,_1 P,P,+1 haromszdg belsejében
helyezkedik el. Ha [ < 4, akkor a Py P; egyenes elvélasztja ezt a hdromszoget a P; P; P, haromszogtol, tehat @; valéban
nem eshet az utobbi haromszog belsejébe. Az i < [ < j, j <l < k, illetve k < [ esetekben a megfelels elvilaszto
egyenesek rendre a PiPj, P;P, és PyP,_1 egyenesek. A 3. dbra az | = j — 1 esetet szemlélteti. Ezzel allitdsunkat
bizonyitottuk.

Hatravan még annak igazolasa, hogy H pontjai koziil semelyik harom nem esik egy egyenesre. A konstrukciobol
azonnal kovetkezik, hogy semelyik P;P; egyenes nem illeszkedhet H-nak egyetlen tovabbi pontjara sem. Ha tehat egy
egyenes H pontjai koziil harmat is tartalmazna, akkor tartalmaznia kellene legaldbb két @ tipust pontot. Legyenek
ezek Qs és Q- A QsQ; egyenes a PyPy ... P,_1 sokszog keriiletét két pontban metszi, jeloljik ezeket U-val és V-vel.
Ha ezek koziil az egyik, mondjuk U a sokszdg F; cstcsa volna, akkor V' sziikségképpen a sokszog valamely P;Py
oldalanak bels6 pontja lenne. Ekkor a P;P; P, haromszog a Qs és a (); pontokat is tartalmazna, fenti allitdsunkkal
ellentétben. Ha pedig U és V rendre a sokszog P; P; és Py, P, oldalainak lenne bels6 pontja (feltehets, hogy P;, P;, Py
és P, ilyen sorrendben, egy konvex négyszog csticsai), akkor H-nak Osszes pontja, amely a QsQ; egyenesre illeszkedik,
a P;P; P, P, négyszog belsejébe esne. Ez azonban lehetetlen, hiszen a fenti allitasbol konnyen levezethets, hogy ez a
négyszog H-nak pontosan két pontjat tartalmazza.

Ezzel a feladat megoldéasat befejeztiik.

Megjegyzések. 1. Paros N esetén a keresett ponthalmaz létezésére indukcios bizonyitas is adhato, amelyet csak
vazolunk. Tegyiik fel, hogy a PyP; ... P,,—1 konvex sokszoget, és annak Q1, ..., Q,_2 bels6 pontjait mar meghataroztuk
ugy, hogy semelyik 3 pont nem esik egy egyenesre, és minden P; P; P, hdromszog belsejébe pontosan egy () pont esik.
Vegyiik fel a P, pontot ugy, hogy PoP;...P,_1P, konvex (n + 1)-szog legyen, semelyik P, P;P, 1 haromszog ne
tartalmazzon egyetlen J; pontot sem, tovabba P, ne legyen rajta egyik olyan egyenesen sem, amely az eddigi pontok
koziil kettore mar illeszkedik. ,,Latszik”, hogy ezt mindig megtehetjiik. A szabatos bizonyitas megfogalmazasa azonban
egyéaltalan nem magatol értetdds. Ezek utan vegyiik fel a ,,—1 pontot a P,,_1 P; P, (0 < ¢ < n—1) haromszogek kozos
részeinek belsejében, ami éppen a P,_1 Py P, és P,,_1 P,,_oP,, haromszogek koz0s részének belseje. Ekozben vigyazunk
arra, hogy @),—1 ne essék egyetlen olyan egyenesre sem, amelyeket az eddigi pontok meghataroznak. A keletkezs
{Py, P1, ..., Pp, Q1, ..., Qn_1} ponthalmaz konvex burka éppen a PyP; ... P, soksz0g, és semelyik 3 pontja nem
esik egy egyenesre. Az indukcios feltevésbdl adodik, hogy a P; P; Py, belsejébe pontosan egy pont esik, ha n ¢ {i, j, k}.
A Q-1 pont konstrukcidja alapjan ugyanez elmondhato a P,,_1 P, P; haromszogekrdl is. Végiil tekintsiik barmelyik
P; P; P, haromszoget, ahol ¢ < j <n —1. A P,P;P,_1 P, négyszogbe, melyet annak P;P,_; atloja a P, P,_1P; és a
P, _1P; P; haromszogekre bont, az el6zek alapjan pontosan 2 pont esik. Ezek egyike a (),—1 pont, amely a P,_1 P, F;
haromszog egyetlen bels§ pontja a tekintett pontok koziil. Ezért a masik pont sziikségképpen a P; P; P,,_1 haromszogbe
esik, és oda mas pont nem is eshet (4. dbra).

2. Ha az n = 3 esetén felrajzolhato, lényegében egyértelmii konstrukciobol kiindulunk, és arra a fenti indukcio lépé-
seit alkalmazzuk, akkor az els6 megoldasban ismertetett konstrukcidhoz hasonlé pontrendszerhez jutunk. Felmeriilhet
az a gondolat, hogy lehetséges-e ,,geometriailag mas szerkezetd” ponthalmazokat is mutatni, amelyek a feltételeknek
szintén megfelelnek. Ilyen ponthalmazokat is képezhetnénk az indukcids eljards segitségével, ha nem ragaszkodunk
ahhoz, hogy a Py, P1, ..., P, csucspontokkal rendelkezé konvex sokszog csicsai éppen ilyen sorrendben kovessék
egymast.

Az 5. dbrdn harom kiilonboz6 konstrukciot mutatunk N = 10 (n = 6) esetén.
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