El6szor olyan p polinomot mutatunk, amely az egymastol kiilonb6z6 a1, aso, - .., a, helyeken rendre az egyméstol

nem feltétleniil kiilonb6z6 by, b, ..., b, értékeket veszi fel. Ehhez tekintsiik ¢ = 1, 2, ..., n esetén a kovetkezs p;
polinomot:
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Vilagos, hogy pi(a;) = 1 és pi(a;) = 0, ha j # i. Ezért a p(x) = b1 - p1(x) + -+ + by, - pn(2) Osszefiiggéssel definialt
polinom, az in. Lagrange-féle interpoléciés polinom, megfelel§ lesz. Konnyen lathatd, hogy ezen p polinom fokszama
legfeljebb n — 1. Azonban p még akkor sem lesz mindig egész egytitthatos, ha aq, ..., a, és by, ..., b, egész szamok.

Legyen most a; =1, a2 =2, ..., a, = n. Milyen by, ..., b, egész értékek mellett tudunk egyszertien kovetkeztetni
arra, hogy a p polinom egyiitthatéi egész szamok? A p polinom minden egyiitthatdja olyan racionélis szam, amelynek
a nevezdje valamilyen 1 < ¢ < n indexre
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alaku, szamlaloja pedig ugyanekkor b;-vel oszthato6 egész szam. Konnyen lathatd, hogy az igy adddo nevezék mindegyike
osztoja az N = [(n — 1)!]* szamnak. Ha tehat a b; értékek mindegyike oszthato N-nel, akkor a fenti konstrukcioval
létrehozott p polinom egész egyiitthatos lesz.

Az altalunk keresett polinomnak azonban az elSirt helyeken 2-hatvany értékeket kell felvennie, azok pedig nem
oszthatok N-nel, ha n > 4. Hogyan lehet ezen segiteni? Valasszunk ki n darab kiilonb6z6 2-hatvanyt, ami ugyanannyi
— mondjuk m — maradékot ad N-nel osztva. Ezt megtehetjiik, hiszen végtelen sok kiilonboz6 2-hatvany van. Legyenek
ezek c1, co, ..., Cn, és tekintsik a b; = ¢; —m (1 < i < n) szamokat. Ezekre igaz, hogy b; oszthaté N-nel, létezik tehat
olyan egész egyiitthatos polinom, amelyre p(i) = b; minden 1 és n kozé es6 i egész szamra. Ennek a p polinomnak
konstans tagjat m-mel megnovelve olyan, tovabbra is egész egylitthatos p* polinomhoz jutunk, amelyre p*(i) = ¢;.
Ezzel a feladat allitasat igazoltuk.

Megjegyzések. 1. A megoldasbol kitiinik, hogy kiilonb6z6 2-hatvanyok helyett kiilonbozd 3-hatvanyokat vagy éppen
kiilonb6z6 primszamokat is eléirhattunk volna a keresett polinom 1, 2, ..., n helyen felvett értékeiként. S6t, még ennél

is tovabb mehetiink. Mivel
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egész szém, az a1 = 1, as = 2, ..., a, = n alappontokra épitett Lagrange-féle interpolaciés polinom egyiitthatéi mar
akkor is egész szamok, ha minden b; oszthatoé (n — 1)l-sal. A skatulya-elv szerint (n — 1)(n — 1)! + 1 szam kozott
mindig talalhato n olyan, amelyik (n— 1)!-sal osztva ugyanolyan maradékot ad. Megfogalmazhatjuk tehat a kovetkezd,
a feladatban szerepl6nél erGsebb allitast.

Legyen H egy legalabb (n — 1)(n — 1)! + 1 elemi egész szamokbol allo halmaz. Ekkor létezik olyan, legfeljebb
(n — 1)-ed foku egész egylitthatos polinom, amelynek az 1, 2, ..., n helyeken felvett értékei a H kiilonboz6 elemei.



