Megoldas. Felhasznaljuk az N. 190. feladatban igazolt segédtételeket.

A megoldés azon mulik, hogy a (3) egyenldtlenségben egyenl@ség all, ha a p(1)q(1), p(2)q(2), ..., p(n)g(n) szamok
valtakozo6 elGjeldek.

IV. segédtétel. Tetszdleges 0 < u, v < m szamokra

(4) |u —v| < /5| cosu — cosv.
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Bizonyitas. Legyen w = |u — v|, ekkor % <

| cosu — cosv| =
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Ezt atrendezve éppen (4)-et kapjuk.
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Legyen n > 100, m = [E\/ﬁ] + 1, és ismét
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Legyen tovabba j =0, 1, ..., m esetén a; = 5 T 5 cos —=. A ¢ polinom definicioja alapjan
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vagyis ezek azok a szamok, ahol g értéke +1 vagy —1.
Jeloljiik minden j =0, 1, ..., m esetén az a;-hez legkozelebbi egész szamot b;-vel.
V. segédtétel. A by, by, ..., by, szamokra teljesiilnek a kévetkezd egyenldtlenségek:

L.l=by<bi < - <by=mn;

1
2. q(bj) > B ha j pdros;

1
3. q(bj) < . ha j pdratlan.

Bizonyitas. Az ag, a1, ..., an, szamok definicigjabol lathato, hogy 1 = ag < a1 < - -+ < a,, = n; ebbdl kovetkezik,
hogy
() 1=0by <by < <by=n.
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Tetszoleges 7 =0, 1, ..., m esetén legyen ¢; € [0, 7] az a szam, amelyre b; = ntl_n COS ;.

A TV. segédtétel alapjan
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q(bj) = cosme; = cos (wy +m (cj - E)) = (=1) cosm (cj — E) )
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a 2. és a 3. egyenlGtlenségek teljesiilnek.

Mivel a bg, b1, . . ., by, sorozat valtakozo elgjeli, (5)-ben sehol sem allhat egyenlGség, vagyis az 1. egyenlétlenséglanc
is igaz.

VI. segédtétel. 0 < ¢(0) < 5.

Bizonyitas. A III. segédtétel 3. pontjadhoz hasonldan felhasznaljuk, hogy

q(0) =T <n—|—1> —ch<m-archn+1>.
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és (6) alapjan




Ebbél azonnal kovetkezik, hogy ¢(0) pozitiv.
Mivel tetszéleges u > 0 esetén
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Mivel m < E\/ﬁ +1< 5\/5 < Z\/n — 1, ebbdl kovetkezik, hogy
(0) < ch 1\/n 1 2 h1<5
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Ezek utan ratérhetiink a p polinom konstrukcidjara. Legyenek d; < do < --- < dp_m—1 azok az 1 és n kozotti
egészek, amelyek nem szerepelnek a by, bs, ..., by, szdmok kozott, és legyen
(7) p(z) = (d1 —2)(d2 —2)...(dp—m—1 — ).

Tetszoleges 0 < j < m esetén a p polinomnak a (b, bj41) intervallumban pontosan b;1 —b; darab gydke van, ezért
p(b;) és p(bj+1) azonos elGjeld, ha b; és bj1 paritasa ellentétes, és forditva. Mivel pedig g(b;) és g(bj+1) ellentétes
elgjeldek, p(b;)q(b;) és p(bjt+1)g(bj+1) pontosan akkor azonos elGjeltd, ha b; és by paritdsa megegyezik. Mivel p(1)
és q(1) pozitivak, ebbdl egyszertien kovetkezik, hogy paratlan 1 < k < n esetén p(k)q(k) nemnegativ, paros k esetén
pedig nempozitiv.

Irjuk fel (1)-et a pg polinomra (ezt megtehetjiik, mert pg foka n — 1) az x = 0 valasztéassal, és rendezziik 4t a
kovetkezSképpen:
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A p és ¢ polinomok definicidja alapjan p(0) > 0 és ¢(0) > 0, az el6bbi megfontoldsok szerint pedig a jobb oldalon
valamennyi tag nemnegativ, ezért (8)-at a kovetkezs formaban is irhatjuk:
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