Haa|b*+b+16ésb|a®+a+1,akkor a és b relativ primek. Ha ugyanis a és b legnagyobb kozos osztdja d, akkor
d | a, illetve a | b* + b+ 1 miatt d | 1. Mivel a® + b* + a + b+ 1 oszthaté az egymashoz relativ prim a-val és b-vel,
oszthato ab-vel is.

Megforditva, ha a® + b* + a + b+ 1 oszthato ab-vel, akkor nyilvan teljesiilnek a feladatban szerepls oszthatosagok
is. Osszefoglalva: a | b +b+ 1 és b | a® + a + 1 akkor és csak akkor teljesiil, ha ab | a® +b* +a + b+ 1.

Legyen az n pozitiv egész, és tekintsiik az

(1) 2+ 4+r+y+1=nay

egyenletet. Azt allitjuk, hogy ha ennek van egy pozitiv egészekbdl allo megoldasa, akkor végtelen sok van. Tegyiik fel,
hogy (zg, yo) egy megoldasa (1)-nek és zg < yo. Ha (1)-et paraméteres masodfoku egyenletnek tekintjiik, amelyben x
az ismeretlen, akkor az egyenlet egyik gyoke zg, a masik pedig a gyokok és egyiitthatok kozti Osszefiiggés alapjan
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Az els6 formula alapjan ez a gyoOk is egész, a masodik alapjan pedig pozitiv, s6t
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Az (1) egyenletnek ezért az (x1, yo) szampér egy jabb, pozitiv egészekbdl 4llo megoldasa, amelyben a két szam Osszege
nagyobb, mint az el6z6ben: x1+1yo > xo+yo- A megoldasok kdzott nincs tehat olyan, amelyben a két ismeretlen Gsszege
maximalis.

Végiil ha n = 5, akkor (1)-nek van is megoldasa, példaul z = y = 1. Az el6bbiek alapjan ebbdl kovetkezik, hogy
végtelen sok olyan (a, b) szAmpar van, amelyre a® +b% 4+ a+ b+ 1 = 5ab, amivel a feladat allitasat igazoltuk.

Megjegyzések. 1. A feladat rokonsigot mutat a KoMaL N.67. feladattal, amelynek megoldasa megtalalhaté az
1996 /4. szamban. Ott azt kellett igazolni, hogy végtelen sok pozitiv (m, n) szampar létezik, amelyre n | m? + 1 és
m | n? + 1. Az egyik megoldas ugyantgy megy, mint ennél a feladatnal.

2. Tekintsiik az f; = fo = 1 kezdGelemekkel definidlt f, = 5f,—1 — fn_2 — 1 sorozatot. Nem nehéz igazolni (pl.
teljes indukcioval), hogy tetsz6leges k pozitiv egész esetén
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szamparjal is megfeleldek, amibgl szintén kovetkezik, hogy végtelen sok megfelel§ szampéar van. (Tovabba mas n-re
nincs megoldasa, és ezek adjak az Gsszes megoldast.)

3. A feladatot altalanosithatjuk a kdvetkezs modon: bizonyitsuk be, hogy végtelen sok olyan a, b pozitiv egész szam
van, amelyre adott pozitiv egész k esetén a | W2+ kb+16ésb | a?+ ka + 1. k = 1 esetén kapjuk az eredeti feladatot,
k = 0 esetén pedig az 1. megjegyzés feladatat. A fentiekhez hasonloan lehet belatni ezt az allitast is.

Pataki Péter (Miskolc, Foldes F. Gimn., 12. o.t.)

Ekkor viszont igaz, hogy = fryo € Z, tehat a sorozat (fr, fry1)



