Vezessikk be az a = (n, k), b = (k, m) és ¢ = (m, n) jeloléseket. Ekkor nyilvan (a, b) = (b, ¢) = (¢, a) =
(a, b, ¢) = (n, k, m). Jeloljik ezt a szamot A-val. ElGszor megmutatjuk, hogy most az A értéke 1, vagy 2.

Az A osztja a-t, b-t és c-t, ezért osztja e szamok négyzetét, igy az ezekkel a feltétel szerint egyenls n+ k, k +m és
m +n Osszegeket is. Igy osztdja az ezekbdl az Osszegekbdl készitett (n+ k -+ k +m — (m +n)) = 2k, és ugyanigy a 2n
és a 2m mennyiségeknek. Osztoja tehat ezek legnagyobb kozos osztéjanak, (2k, 2n, 2m) = 2(k, n, m) = 2A4-nak is.
Ha viszont A | 2A, akkor innen A | 2, azaz valoban A = 1 vagy A = 2 kovetkezik.

Mivel n oszthatd a-val és c-vel, oszthato legkisebb kozos tobbszorosiikkel is és igy természetesen legalabb akkora,
mint az

n>la, ] = =

ac + ab

b b
Hasonléan kapjuk, hogy k& > az és m > ZC Az els6 két egyenlStlenséget Osszeadva a® =n + k > , Azaz

A-a>b+ c.(l)RendreugyangykapjukaA -b > ¢ + a(2)saA - a > b+ c(3)
egyenl6tlenségeket, végiil ezek Gsszegeként, hogy
A-(a+b+c)>2-(a+b+c).

Igy A > 2, vagyis a mar igazolt A | 2-vel egybevetve csak A = 2 lehetséges. Ekkor persze az A-(a+b+c) > 2-(a+b+c)
egyenl6tlenségben egyenldség all. Ez pedig azt jelenti, hogy az (1), (2), (3) egyenl6tlenségekben is egyenlség van, azaz
2a =b+c, 2b =a+ ¢ és 2c = a+ b. Innen pedig a = b = ¢ kovetkezik, és A = (a, b, ¢) = 2 miatt a kozbs értékiik 2.
Végiil pedig n+ k =k +m =m +n = A? = 4, tehat az egyenletrendszer egyetlen megoldasa k =n =m = 2.
Harangi Viktor (Fazekas M. F6v. Gyak. Gimn., 9 0.t.) és Kunszenti-Kovdcs-Ddvid (Oslo, Lycée Francais René

Cassin) dolgozatai alapjan

Megjegyzések. 1. Felhasznalva az A < 2 eredményt, Kiss 345 Gergely (Fazekas M. Fév. Gyak. Gimn., 11. o.t.)
Otlete alapjan érdekes geometriai bizonyitas adhaté az a = b = c egyenlGségre.
Az a, b, ¢ szamok koziil barmely kettd négyzetdsszege nagyobb a harmadik négyzeténél: példaul

a4+ =n+k+k+m>n+m=c%

Igy, mivel (a+b)2 > a?4b%, barmely kett6 osszege is nagyobb, mint a harmadik. Ez azt jelenti, hogy az a, b, ¢ hosszisagi
szakaszokbol haromszog szerkeszthetd és ez az oldalak négyzeteire teljesiils egyenlGtlenségek miatt hegyesszogd.
Irjuk fel erre a haromszogre a koszinusztételt:

& =a® +b* — 2abcosn,

azaz
n+m=n-+k+k+m— 2abcos~,

tehat
abcosy = k.

Mivel a k tObbszorose az a-nak és a b-nek, azért a legkisebb k6zos tObbszorosiikkel, [a, b]-vel is oszthaté. Masrészt

ab = [a, b] - (a, b) =[a, b] - A, igy k =abcosy = [a, b]- A - cosv,

tehat A cos~y pozitiv egész szam. Lattuk, hogy A =1 vagy 2 és 0° < v < 90° miatt 0 < cos~y < 1, igy csak cosy =

oo | =

lehetséges (és A = 2). A ~ szog tehat 60°. A szimmetria miatt ekkor az a, b, ¢ oldala haromszog minden szoge 60
igy a = b = c valdoban.
2. A feladat nehéz volt, csak 4 j6 megoldast kaptunk. A hibdk leggyakoribb oka a kdvetkezd hibas allitas volt: ha

)

d
ab = cd és (a, ¢) =1, akkor a = d és b = ¢. Ez igy nyilvan nem igaz, hiszen atrendezve t = ¢ 72 bal oldalon a

c
t tort redukalt alakja all, a jobb oldalon pedig tetszGleges alak. Az a = d és b = ¢ kovetkeztetés csak akkor jogos, ha
(a, ¢) = 1 mellett a masik két tényezd is relativ prim.



