
I. megoldás. Az (1) kifejezésben egyik tört nevez®je sem lehet 0-val egyenl®, így x2 − y2 6= 1. Végezzük el a

következ® ekvivalens átalakításokat:
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Vezessük be az a = x + y és b = x − y jelöléseket. Ekkor ba = ab, ahol a > b, mivel y pozitív. Az a-val együtt b is

pozitív, mert a = x+ y > 0, és ha b negatív lenne, akkor a bal oldal abszolút értéke nagyobb volna 1-nél, míg a jobb

oldal abszolút értéke kisebb. Ha b = 0, akkor x = y miatt
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Legyen (a, b) = d. Ekkor léteznek olyan a1, b1 pozitív egészek, amelyekre a = a1d, b = b1d és (a1, b1) = 1. Azaz
(db1)

da1 = (da1)
db1

.

Mivel a1, b1, d1 pozitív egészek: da1 · ba1

1 = db1 · ab11 . a > b alapján a1 > b1. Tehát

da1−b1ba1

1 = ab11 .

Mindkét oldalon pozitív egészek állnak és (a1, b1) = 1, vagyis az egyenl®ség sak akkor állhat fenn, ha b1 = 1. Így
da1−1 = a1, ahol d 6= 1, ugyanis az ellenkez® esetben a = b = 1, de mint tudjuk, a > b. Feltehet® tehát, hogy d ≥ 2.
Használjuk fel a következ® beslést:

da1−a ≥ 2a1−1 ≥ a1.

Ebb®l d = 2 azonnal adódik. 2a1−1 = a1 könnyen ellen®rizhet®en akkor áll fenn, ha a1 értéke 1 vagy 2. Ha a1 = 1, úgy
a = b = 2, ami nem megoldása a feladatnak. Ha a1 = 2, úgy a = 4 és b = 2, amib®l x = 3 és y = 1 következik. Ezek

kielégítik a feladat feltételeit. Tehát az egyedüli megoldás x = 3 és y = 1.
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II. megoldás. Akársak az el®z® megoldásban, most is az ab = ba egyenletre vezetjük vissza a feladatot. Ebb®l:
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A kérdést tehát a következ®képpen fogalmazhatjuk át: Létezik-e pozitív egészeken értelmezett n → n
√
n függvénynek

két olyan értéke, amelyek egyenl®k egymással? Ha n ≥ 5, akkor n
√
n > 1 és a függvény szigorúan monoton sökken,
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Így nn+1 > (n+ 1)n, tehát n
√
n >

n+1
√
n+ 1.

Ezek szerint, ha n ≥ 5, akkor a függvény összes értéke különböz®, és
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1 ≤ n ≤ 4 esetén
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2 adódik, amib®l egyedüli megoldásként x = 3 és y = 1.
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