I. megoldas. Az (1) kifejezésben egyik tort nevezdje sem lehet O-val egyenls, igy x® — y* # 1. Végezziik el a
kovetkezs ekvivalens atalakitasokat:

z (P —yH)r +1
y  (@2—yH)F -1
y
w(a® —y?)r —z=y@® -y +y,

(x —y)*™ = (x4 y)* V.

Vezessiik be az a = x + y és b = © — y jeloléseket. Ekkor b = ab, ahol a > b, mivel y pozitiv. Az a-val egyiitt b is
pozitiv, mert a = x + y > 0, és ha b negativ lenne, akkor a bal oldal abszolat értéke nagyobb volna 1-nél, mig a jobb
(22 —y*)7 +1
(22 —y?)% =1

Legyen (a, b) = d. Ekkor léteznek olyan aq, by pozitiv egészek, amelyekre a = a1d, b = bid és (a1, b1) = 1. Azaz
(dby)? = (day)®.
Mivel a1, b1, di pozitiv egészek: d*' - b]* = dbr all’l. a > b alapjan a; > b;. Tehat

oldal abszolit értéke kisebb. Ha b = 0, akkor o = y miatt g ”

a;—bipar _ b1
d bt = ay'.

Mindkét oldalon pozitiv egészek allnak és (a1, by) = 1, vagyis az egyenléség csak akkor allhat fenn, ha b; = 1. Igy
d*~! = a;, ahol d # 1, ugyanis az ellenkez6 esetben a = b = 1, de mint tudjuk, a > b. Feltehets tehat, hogy d > 2.
Hasznaljuk fel a kovetkezd becslést:

du—o Z 2(11—1 2 ai.

Ebbdl d = 2 azonnal adodik. 2° 7! = a; konnyen ellendrizhetGen akkor all fenn, ha a; értéke 1 vagy 2. Ha a; = 1, ugy
a = b =2, ami nem megoldasa a feladatnak. Ha a; = 2, 4gy a = 4 és b = 2, amib6l z = 3 és y = 1 kovetkezik. Ezek
kielégitik a feladat feltételeit. Tehat az egyediili megoldas x = 3 és y = 1.
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II. megoldas. Akarcsak az el6z6 megoldasban, most is az a’ =b® egyenletre vezetjiik vissza a feladatot. Ebbdl:
{a=b.

A kérdést tehat a kovetkezSképpen fogalmazhatjuk at: Létezik-e pozitiv egészeken értelmezett n — i/n fiiggvénynek
két olyan értéke, amelyek egyenlSk egyméassal? Ha n > 5, akkor ¥/n > 1 és a fiiggvény szigorian monoton cstkken,

hiszen
1\" X N
”24>€—2771"'><1+—> miatt n><1—|——) _<"+ > .
n n n

fgy n"™ > (n+1)", tehat n > "Vn+1.
Ezek szerint, ha n > 5, akkor a fiiggvény Osszes értéke kiilonbozs, és

1< Yn<V5<min{{¥n : ne{2 3, 4}}.

1 <n <4 esetén v4 = v/2 adodik, amibél egyediili megoldasként z = 3 és y = 1.
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