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I. megoldas. Legyena =x+y,b=z2+2z,c=y+z. Ekkorx+y+2z = 5 , T = 5 , Y = 5 ,
b—
z = %, a feladat kérdése pedig a kovetkezSképpen moédosul: milyen m értékek mellett oszthato a

—a+b+c\" a—b+c\" a+b—c\" a+b+c\"
o= (5) e () () - ()
polinom abc-vel.

A zarojeleket felbontva, a polinomiélis tétel szerint adodik, hogy

1 ! !
p(a, b, ¢) = Z—m[ Z m (—a)Pbic” + Z %ap(—b)qcr—i—
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Ebben a polinomban az abc-vel valé oszthatosag szempontjaboél elég azokat a tagokat tekinteni, ahol a p, g, r
kitevék valamelyike 0. Nézziik mondjuk azoknak a tagoknak az Gsszegét, ahol r = 0:

1 ! ! ! !
z_m[ >, T (—a)Phe + > Z)T|n—q'ap(—b)q—|- > %a”bq— > ﬂapbq]:
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A binomiélis tétel szerint ez éppen

1 m m
o= )™+ (@ = )]

Hasonl6 mondhaté el p = 0 és ¢ = 0 esetén is. Igy azon tagok Osszege, amelyekben p, ¢, r valamelyike (legaldbb egy
és legfeljebb kettd) nulla:

g0 =)™+ (@ = )" + (e~ )™ + (a— ™ + (e~ )" + (b~ )]~

1
—2—m[(am +0" 4+ ™) — (@™ 0"+ M)

Osszefoglalva: az 2™ + y™ + 2™ — (2 + y + 2)™ polinom akkor és csak akkor oszthaté az (z + y)(y + 2)(z + )
polinommal, ha a
(b—a)™ + (a—b)™ + (b= )™ + (c = b)™ + (a — ™ + (c — a)™

polinom oszthat6 abc-vel.
Ez végiil pontosan akkor teljesiil, ha m paratlan.

Megjegyzés. A megoldok tobbsége szimmetrikus polinomokat hasznalt.

II. megoldas. Felhasznaljuk, hogy a haromvéltozés polinomok kérében (is) teljesiil a szamelmélet alaptételének
megfelelGje. Ennek kovetkezményeként egy polinom pontosan akkor oszthato (y + z)(z + z)(z + y)-nal, ha az (y + 2),
(z+ z), (x + y) tényez6k barmelyikével oszthato. Ezek ugyanis egymashoz paronként relativ primek, ami azt jelenti,
hogy a nemnulla konstans polinomokon kiviil nincs méas kozos osztojuk. A kifejezés szimmetrikus x, y, z-ben, igy
elegendd pl. az (x 4 y)-nal valé oszthatosagot vizsgalni. Mivel

m m mo__ m _ .m mo_ - m i ,m—1
2ty 2" = (Y2 ="ty ; (Z-><fv+y> "
a kérdés 2™ + y™-nek az (z + y)-nal valo oszthatosagara egyszertsodik. Itt pedig
— (I + y) (:Emfl _ Im72y + $m73y2 et (_l)mflymfl) + (ym _ (_1)m71ym)

mutatja, hogy az oszthatosag akkor kovetkezik be, ha y™ — (—1)""1y™ = (1 + (—=1)"™)y™ oszthat6 (z + y)-nal, vagyis
ha m péaratlan.



