El6szor belatjuk, hogy cosx < hal0<zx< g Mivel 0 < z < g esetén sinx < x < tgx, azért

1
V1422’
cosz -/ 1+ 22 <cosx-y/1+tg?x=Vcos?2x+sin’z=1,

tehat valob < !
ehat valéban cosr < —.
V1+a?
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Ezek utan n-re vonatkozo6 indukcioval igazoljuk, hogy amennyiben n > 1, akkor 0 < a,, < 2 - \/j .
n

1 1
n=1esetén:0<a1:sin1§1<2-\/;22.n22—re0<sin(sin1)<2\/;=\/§.

Legyen k > 2, és tegyiik fel, hogy k-ig minden természetes szamra igaz a fenti allitas.
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Nyilvan sinag < sin2 - T mivel ap < 2\/;, a szinuszfliiggvény szigortian monoton névekvs a [O, 5} interval-

1
lumban, végil 0 < ap < 2 - \/; < g Felhasznalva a sinx < x és a cosxz < egyenl6tlenségeket, kapjuk,
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hogy:
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0 = si in2-4/— =2siny/— — < 24/=- =2. .
< Q41 smap < sin \/; s1n\/2005\/;< \/; \/14_71 \/m
k
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Vagyis, ha n = k esetén igaz az allitas, akkor n = k + 1 esetén is. Igy minden n > 1-re 0 < a,, < 2- \/j Ebbél
n
0 < na? < 4, az na? sorozat tehat valoban korldtos.

Megjegyzések. 1. A megoldas soran nem bizonyitottuk a sinx < x < tgz egyenlStlenséget. Ez persze csak akkor all
fenn, ha 0 < z < g

Vegyiik az egységsugari kort és benne az x nagysaga kozépponti szoget.

Hasznaljuk az dbra jeldléseit: az AB koriv hossza x, BB’ = sinz, AA’ = tgx. Az AB koriv hosszabb, mint az AB
szakasz. lgy AB > BB’ miatt z > sinx. Az AOA’ haromszog teriilete nagyobb, mint az AOB korcikk teriilete. Tehat:

tgz  OA-AA" _ AO*-AOB<« =

2 2 - 2 2

Osszefoglalva: sinz < = < tgx.

2. Koriilményesebb titon a talalt felsé korlat javithaté. Tobben igazoltak, hogy 0 < na? < 3 is teljesiil. Hegediis Péter
(Miskolc, Foldes F. Gimn., 11. o.t.) amellett, hogy bebizonyitotta az élesitett egyenltlenséget, felhivta figyelmiinket,
hogy Polya Gyorgy—Szegé Gdbor: Feladatok és tételek az analizis korébol 1. cimi konyvében (Tankonyvkiado, 1980)
a II. fejezet 173. feladata szerint, ha sinz > 0, akkor a sin; ¢ = sinz, sin, ¢ = sin(sin,_1 x) iteraciéval megadott
sorozatra

. n .
lim 4/—=sin,z =1.
n—oo
Eszerint a feladatban megadott na? sorozat nemcsak korlatos, hanem konvergens is, és a hatarértéke 3. Ez pedig azt
jelenti, hogy ez a fels6 korlat mar nem javithatd tovabb.
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