I. megoldas. Tekintsiik az O, Oy és M; pontok meréleges vetiileteit az A; B1Cy haromszog oldalaira. Elegendd
azt megmutatni, hogy az ezek kozti szakaszok aradnya két kiilonb6z6 oldalon megegyezs. Hatarozzuk meg ezt az aranyt
pl. a B1C; oldalon. F-fel jelolve az ABC haromszog koré irt kor A-t nem tartalmazé BC' ivének felezGpontjét, ezen
atmegy az O-bol a BC oldalra emelt meréleges is és az A-bol induld szogfelez6 is. Jeloljiik a koztiik levs szoget d-val
(2. abra). Az O1 A; érintési sugar szintén merdleges a BC' oldalra.

O, Oy és M; mer6leges vetiiletét a B1Cy oldalon jelsljik O', O} és M{-vel. Az AB;C; haromszdg egyenls szar,
ezért O] AF-en van, tehat Ay M parhuzamos AF-fel, és igy O1 A1 M1<t = 6. Az O-bol AF-re és O1-b6l A; M-re emelt
merdéleges szakaszok egyrészt az 0’07, illetSleg O] M szakasszal egyenlSk, mésrészt hosszuk Rsin 4, illetleg 7 sin 6,
ahol R a haromszog koreé irt kor sugara, r a beirt koré. Igy

0’0} : O\ M| = (Rsind) : (rsind) = R:r.

Ez az arany azonban csak a két kor adataitol fiigg, a B1Ch oldaltol nem, igy ugyanez az ardany adodik a mésik két
oldalon levd vetiiletek kozti szakaszokra is. Ezzel a feladat allitasa bizonyitast nyert.

II. megoldas. A megoldashoz felhasznalunk a haromszogekre vonatkozo néhany 6sszefiiggést, amelyeket a megol-
das végén bizonyitunk.

Jeloljiik az A; B1C1 haromszog csicsaibol huizott magassagok talppontjat rendre Ay, Bo, Co-vel (3. 4bra).

a) Egy haromsz6g magassagai felezik a talpponti haromszog szogeit, igy a magassagpont a talpponti haromszogbe
irt kor kozéppontja, esetiinkben M7 az As BoCo-be irté.

b) Ismeretes, hogy a haromszog (esetiinkben az A; B1Cy haromszog) koré irt kornek a csiucsokhoz mutatod sugarai
merdlegesek a talpponti haromszog oldalaira. Esetiinkben O1 Ay, O1 By, O1C1 érintési sugér is, tehat merdleges rendre
a BC, CA, AB oldalra is, tehat az ABC' és az As BoCs haromszog oldalai parhuzamosak.

¢) A két haromszog hasonlo helyzet( is, s igy rajuk vonatkozoan megfeleld pontparok Gsszekotd egyenesei is par-
huzamosak.

d) Az Ay BoCy haromszog koré irt kor az Ay B1Cq héromszog tn. Feuerbach-kore, ez atmegy az oldalak felezSpont-
jain is, és kozéppontja az O1 M, szakasz Fy felezGpontja.

Az ABC héaromszogre vonatkozoan O és Op megfelel6i az Ay BoCo-re vonatkozdan Fy és My, igy Osszekots egye-
neseik parhuzamosak. A két egyenesnek azonban O; kozos pontja, igy O, O1 és M7 egy egyenesen van, és ezt kellett
bizonyitani.

Bebizonyitjuk a felhasznalt Osszefiiggéseket.

a) Jeloljiik az ABC haromszog egymas uténi cstcsaibol huzott magassagainak talppontjat T, Ty, Te-vel (4. abra).
Az ABT,T, és az ACT,T. négyszdg hurnégyszog, igy 1T.T,B<t = CAB< és TyT,C< = BAC<K, tehat AT, szogfelezd.

b) Az ABC haromszog koré irt O kozéppontu kérben az AO B< mint kdzépponti szog az AC B< kétszerese (5. abra).
SzogfelezGje merdleges AB-re, és AC B<( nagysagu szoget zar be vele. A C' pontbol huzott magassag T, talppontjabol
allitsunk merglegest O A-ra, messe ez a C'A oldal egyenesét a T pontban. Ekkor AT.T*< mint mer&leges szaru szog
ugyancsak AC B< nagysagi, tehat BCT*T¢ hurnégyszog, benne a BC oldal T¢-b6l derékszogben latszik, tehat T -bol
is, vagyis T a B-bdl huizott magassag talppontja, Tp.

c) Azt kell belatnunk, hogy ha az ABC és az A B>Cs haromszog megfelel§ oldalai parhuzamosak, akkor AA,,
BB; és CCy egy ponton megy keresztiil, vagy parhuzamosak (6. dbra). Ha pl. AAs és BBy metszi egymdst egy
T pontban, akkor ABT és A; BT hasonld haromszogek, igy AT : AsT = AB : A3By = BT : BoT. Masrészt
AB : AsBs = BC = By(C5y. Ekkor azonban a BCT és a BoCyT haromszog is hasonld, mert egy szogiik és az azt
kozrefogd oldalak ardanya egyenls. Ebb6l viszont kovetkezik, hogy C, Cs és T is egy egyenesen van.

d) A Feuerbach-korre vonatkozo allitasok igazolasara jeloljik a BC, C A, AB oldalak felez6pontjait rendre F,, Fy,
F.-vel (7. abra. Az A csucs tikorképe az Fi, F,. kozépvonalra a T, magassagtalppont. F, F. mint kbzépvonal Fj, A-val
egyenl és parhuzamos, a tiikrozés folytan pedig FyT,-val egyenls. Igy F,T,F,F,. szimmetrikus trapéz (lehet hurkolt,
esetleg egyenld szart haromszog). Igy kor irhato koré, amelynek kozéppontja az F,T, szakasz felezémerdlegesén van,
az pedig felezi az O és az M magassagpont kozti szakaszt.

A kor atmegy mind a harom oldal felezGpontjan, igy a gondolatot a masik két oldalra megismételve, ugyanaz
a kor adodik, s6t, azt is kapjuk, hogy a kor kozéppontja az OM szakasz F felez6pontja. Az oldafelezépontok és a
magassagtalppontok koziil barmelyik 3 kiillonb6z6 méar meghatarozza a kort.









