A feladat megoldasdhoz néhany segédtételt bocsatunk elére.

1. Egy téglalapban elhelyezett barmely négyzet oldala legfeljebb akkora, mint a téglalap révidebbik oldala.

Huzzunk péarhuzamost a négyzet csicsain keresztiil a téglalap megfelel§ oldalaival dgy, hogy azok ne messék a
négyzet belsejét. A négy egyenes olyan négyzetet hatdroz meg, amely a kiindulasi négyzetet tartalmazza, és oldalai
parhuzamosak a téglalap oldalaival.

I1. Egy derékszogi haromszigbe irt négyzetek kizil az a legnagyobb, amelyiknek két oldala a befogokra illeszkedik,
eqy csucsa pedig az dtfogon van.

Legyen KLMN egy, az ABC derékszogii haromszogben 1évGé négyzet. Mozgassuk el a négyzetet ugy, hogy pl. K
az AC, L pedig a BC oldalon legyen, és az Gj négyzet is ABC-ben fekiidjon (1. dbra). Mivel CKOL hurnégyszog,
OCK<« = OLK< = 45°, vagyis a négyzet O kozéppontja a derékszog felezGjére esik. Messe ez a szogfelez§ az M N
oldalt D-ben. Elegendé megmutatni, hogy CD > KM. Lathato, hogy C, K, D és M egy korén van, hiszen a KD
szakasz C-b6l is és M-b6l is 45°-0s szdgben latszik. A C, K, D és M pontokon atmend kor O' kozéppontja a CD és
K M hiurok felezémerdlegesének metszéspontja, ezért O’ FO<t = 90°, igy O'F < O’O. A CD hur tehat kozelebb van
O’-hoz, mint a KM, ezért valoban CD > K M.

II1. Ha egy egységnyi oldali négyzetben elhelyezkedik eqy a és eqy b oldali, kézds belsd pont nélkili négyzet, akkor
a+b<1.

Legyen e olyan egyenes, amelynek a két négyzet kiilonbozé félsikjaban van (2. dbra). Ha e az egységnégyzet
valamelyik oldalaval parhuzamos, akkor (I) szerint készen vagyunk. Egyébként e metszi az egységnégyzet valamennyi
oldalegyenesét. Jelolje C; és Cs az egységnégyzet két azon atellenes csucsat, amelyek egyike az e-t6l legtavolabb
lévs cstes. (II) szerint a C1EF, illetve a CoGH derékszogli haromszogben elhelyezhetd legnagyobb négyzet egyik
atloja a CCo szakaszon van, igy a két atlonak kozos bels6 pontja nem lévén, hosszuk dsszege legfeljebb C1Cy, azaz
V2(a+b) < V2.

IV. Egy téglalapban lévd, kozds belsd pont nélkili két négyzet oldaldnak osszege legfeljebb akkora, mint a téglalap
hosszabbik oldala.

Az allitas kozvetleniil adodik (IIT)-bol, ehhez a téglalapot olyan négyzetté egészitjiik ki, amelynek oldala a téglalap
hosszabbik oldalaval egyenld.

Nevezziik a tovabbiakban az 1 x 2-es téglalap felezGjének azt az egyenest, amely 6t 2 darab egységnégyzetre bontja;
e két négyzetet hivjuk majd a téglalap felének.

V. Ha az 1 X 2-es téglalapban [évé valamely négyzetnek létezik kézos (hatdr)pontja a téglalap egységnyi hosszisdgu
oldaldval, akkor ez a négyzet a téglalapnak az egyik (a kozds pontot tartalmazd) felében van.

Az (I) bizonyitasaban latott modon a szoban forgd négyzet olyan, a téglalapban fekvs négyzetbe foglalhato, amely-
nek oldalai parhuzamosak a téglalap oldalaival, és egyik oldalegyenese a téglalap egyik egységhossztusigu oldalaval
kozos. Nyilvan ez a befoglalo négyzet a téglalap felében talalhato.

A feladat kerdesere térve megmutatjuk, hogy a valasz igenlS. Toljuk el a téglalapban 1év6 harom négyzetbdl allo

ponthalmazt a BA irdnyaban tgy, hogy valamelyik négyzetnek legyen hatarpontja AD-n (8. dbra). Ha tébb ilyen
yzet is lenne, jeloljiik ki az egyiket; nevezziik bal széls6nek. A méasik két négyzet koziil valasszuk ki azt, amelyiket
i

iranyaban eltolva nem metszi a méasikat (ha mindketts ilyen, tekintsiik az egyiket); toljuk el ezt a négyzetet
ugy, hogy egyik hatarpontja BC-re essék. Az igy kapott négyzetet hivjuk jobb szélsének, az els§ eltolas soran kapott
harmadikat pedig kozépsének. A négyzetek szarmaztatdsabol lathato, hogy a bal szélsének és a kézépsonek nincs kézos
belss pontja, akarcsak a jobb széls6nek és a kzépsének. A két szélsS pedig azért nem metszi egymaést, mert (V) szerint
a téglalap két kiilonboz6 felében vannak. A tovabbiakban elegendd csak a két szélss és a kozépss négyzettel foglalkozni
az eredetiek helyett; mivel nem metszik egymast, a kozépss elvalaszthato a két széls6tl az e és az f egyenesekkel.
Mivel a két széls6 négyzet a téglalap ,bal”; illetve ,,jobb’ felében fekszik, elérhetd, hogy e-nek legyen kdzos pontja a
téglalap bal felét alkoto zart négyzetlemezzel, hasonléan f-nek a zart jobb féllel.

Ha e és f egyike parhuzamos AD-vel, akkor a bizonyitani kivant egyenl6tlenség kovetkezik (IV)-bdl; ha pedig az
egyik egyenes AB-vel parhuzamos, akkor egy négyzet egy n X 2-es, kett6 pedig egy (1 — n) x 2-es téglalapba kertil,
ezért (I) szerint a négyzetoldalak Gsszege legfeljebb n + 2(1 — n) = 2 — n < 2. Foglalkozzunk a tovabbiakban azzal
az esettel, amikor e és f a téglalap valamennyi oldalegyenesét metszve létrehoz két olyan derékszogi haromszoget,
amelyekben egy-egy széls6 négyzet helyezkedik el. Tekintsiik példdul a 3. d4bran az A cstcsq, e altal levagott derékszogi
haromszoget. Mivel e-nek van kozos pontja a téglalap bal felével, azért a DAB szog felezGje a téglalapon metszi az e
egyenest. Ez azt jelenti, hogy a derékszogi haromszogbe a (II) szerinti legnagyobb négyzetet beirva, az része marad
a téglalapnak; helyettesitsiik Gvele a bal széls6 négyzetet, és tegylink ugyanigy a jobb széls6 négyzettel is. Ezutan
két esetet kiilonboztetiink meg aszerint, hogy az Gjonnan kapott széls6 négyzetek a téglalap kiilonbdz6 vagy azonos
oldalaira tamaszkodnak-e (4. és 5. dbra). Az elsG esetben a kozépss négyzet ¢ oldala legfeljebb akkora, mint az X ZY
derékszogti haromszog X Z befogoja (4. dbra). Az XTY derékszogti haromszdg XY édtfogbja az X ZY héromszogevel
kozos, igy — mivel ZXY < >TXY<q - ZY > TY ezért

c<d=XZ<XT=2-(a+b).

Utolsoként az 5. dbrdn lathato konfiguracioval foglalkozunk. Megmutatjuk, hogy az a és b oldalt négyzetekhez nem
tudunk 2 — a — b vagy anndal nagyobb oldalu négyzetet illeszteni ugy, hogy az ne nyuljon ki a téglalapbol. A 6. dbra



jeloléseivel elég azt megmutatni, hogy mér a ¢’ = 2 — (a + b) oldalt négyzet is csak gy helyezhetd el ezen a médon,
hogy H cstucsanak AB-t6l vald tavolsaga nagyobb, mint 1; feltehets, hogy a, b < 1.

Koénnyen lathato, hogy a ¢’ oldali négyzetbe berajzolt négy, egymassal egybevagd derékszogi haromszdg hasonld
a PQS és a TRP derékszogi haromszogekhez; ezekben a két befogd aranyét jeldlje ¢, és hasznaljuk az abra tobbi
jelolését is. A H pontnak az AB-t6l vald tavolsaga:
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Figyelembe véve, hogy a — % = b —tx (a P pont tavolsaga AB-t6l) és
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hiszen V1 +t2—-1>0,vV/1+¥2—-1>t—1¢és2—a—b>1—a.

Gyenes Zoltan (Budapest, Apéaczai Cs. J. Gyak. Gimn., III. o.t.) és  Juhdsz Andrds (Fazekas M. F6v. Gyak.

Gimn., II. o.t.) dolgozatainak felhasznalasaval

Megjegyzések. 1. A feladat rokonsagot mutat az 1974. évi Kiirschak Jozsef matematika verseny 2. feladataval, amely
megtalalhato Suranyi Janos: Matematikai versenytételek I11. rész c. miivében.

2. Ha a téglalap 1 x d méreti és d < 2, akkor a + b + ¢ < d nem igaz.

3. Megyeri Csaba (Nagykanizsa, Batthyany L. Gimn., IV. o.t.) ramutat a feladat és Erdés Pal megoldatlan feladata
kozotti kapcsolatra: Ha a feladat allitdsa nem lenne igaz, akkor Erdés professzor tr megoldatlan problémaéja sem lenne

1
igaz. Osszuk fel ugyanis az egységnégyzetet n? darab — oldala négyzetre. Két egymas mellettibe elhelyezziik azt a
n

2 ;
harom négyzetet, amelyre a + b+ ¢ > —, a tobbi négyzetet meghagyjuk. Igy osszesen n? + 1 négyzetet helyeztiink el,
n
az oldalhosszak Osszege:
2 1

1
a1+a2+-~-+anz+1:a+b+c+(n2—2)~ﬁ>E+(n2—2)~ﬁzn.
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