
El®ször megmutatjuk, hogy ha n pozitív egész, akkor cosnα megadható cosα n-edfokú, egész együtthatós polinom-

jaként, amelynek f®együtthatója 2n. Pontosabban az alábbi, ezt tartalmazó állítást fogjuk belátni teljes induk
ióval.

Ha n pozitív egész, akkor cos(nα) = fn(cosα), és sin(nα) = sinαgn(cosα), ahol fn(x) n-edfokú, gn(x) pedig

(n− 1)-edfokú egész együtthatós polinom, amelynek f®együtthatója 2n.
n = 1-re az f1(x) = x és g1(x) = 1 választással igaz az állítás. Tegyük fel, hogy n = (k−1)-re igaz, ebb®l bizonyítjuk

az állítást n = k-ra:

cos(kα) = cosα cos((k − 1)α)− sinα sin((k − 1)α) =

= cosαfk−1(cosα)− sin2 αgk−1(cosα) =

= cosαfk−1(cosα) + cos2 αgk−1(cosα) − gk−1(cosα).

Ez cosα-nak nyilván n-edfokú polinomja, mert cosαfk−1(cosα) és cos2 αgk−1(cosα) is az, gk−1(cosα) foka pedig

kisebb, mint n. A polinom f®együtthatója az induk
iós feltevés felhasználásával 2k−1 +2k−1 = 2k. A fenti rekurzióból

az is látszik, hogy fk(x) egész együtthatós.

A sin(nα)-ra vonatkozó állítás másik fele hasonlóan igazolható:

sin(kα) = cos((k − 1)α) sinα+ cosα sin((k − 1)α) =

= sinα(fk−1(cosα) + cosαgk−1(cosα)).

A zárójelben lév® összeg (n− 1)-edfokú egész együtthatós polinom, amelynek f®együtthatója 2n−1 + 2n−1 = 2n.
A most belátott egyenl®ségek segítségével (1) így is írható:
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Szorozzuk meg az egyenl®ség mindkét oldalát pn1
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-nal. Az így kapott egyenlet mindkét oldalán egészekb®l

álló összeg szerepel. Mindkét összeg minden tagja osztható p1-gyel, kivéve az fn1
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az el®z®ek szerint. Így az egyenlet egyik odala osztható p1-gyel, a másik nem.

Nin
s tehát a feladatnak megfelel® n1, n2, . . . , nk szám k-as.
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