El6szor megmutatjuk, hogy ha n pozitiv egész, akkor cos na megadhato cos a n-edfok, egész egyiitthatos polinom-
jaként, amelynek fGegyiitthatdja 2™. Pontosabban az alabbi, ezt tartalmazoé allitast fogjuk belatni teljes indukcioval.
Ha n pozitiv egész, akkor cos(na) = f,(cosa), és sin(na) = sinagy,(cosa), ahol f,(x) n-edfokd, g,(x) pedig
(n — 1)-edfoku egész egyiitthatos polinom, amelynek fGegyiitthatoja 2™.
n = l-reaz f1(z) = x és g1(x) = 1 valasztassal igaz az allitas. Tegyiik fel, hogy n = (k—1)-re igaz, ebbdl bizonyitjuk
az allitdst n = k-ra:
cos(ka) = cosacos((k — 1)a) — sinasin((k — 1)a) =
= cosafy_1(cosa) —sin® ag,_i(cosa) =
= cosafp_1(cosa) + cos® agy_1(cosa) — gp_1(cosa).
Ez cosa-nak nyilvan n-edfokt polinomja, mert cosaf,_1(cosa) és cos® agy_1(cosa) is az, gr_1(cosa) foka pedig
kisebb, mint n. A polinom fegyiitthatoja az indukcios feltevés felhasznalasaval 2871 + 25~ = 2% A fenti rekurziobol
az is latszik, hogy fir(z) egész egyiitthatos.
A sin(na)-ra vonatkozé allitas mésik fele hasonldan igazolhato:
sin(ka) = cos((k — 1)a) sina + cos asin((k — 1)a) =
= sin a(fx—1(cos @) + cos agi_1(cos a)).

A zarojelben 16v6 6sszeg (n — 1)-edfoki egész egyiitthatos polinom, amelynek fGegyiitthatoja 271 + 271 = 27,
A most belatott egyenlGségek segitségével (1) igy is irhato:

P (5) # s (o) oot s (5 ) = ()
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Szorozzuk meg az egyenléség mindkét oldalat pi'p5* ... py*-nal. Az igy kapott egyenlet mindkét oldalan egészekbol
1

allo Osszeg szerepel. Mindkét Osszeg minden tagja oszthatoé pi-gyel, kivéve az f,, <—> polinom n;-edfokd tagjanak
p1

PLps? ... ppt-szeresét, ami 2" py? ... pi* az el6zbek szerint. Igy az egyenlet egyik odala oszthato p;-gyel, a masik nem.
Nincs tehat a feladatnak megfelels nq, ns, ..., ng szdm k-as.



