A feladatot tavaly marciusban tiztiik ki, és én csak akkor tudtam meg, hogy hibas, amikor a kezembe keriilt az
anyag nalunk szokasos (sajnos, igen lasstu) forgasa szerint az tn. ,mintamegoldas” (amit a dolgozatok kiértékelGje ir a
legjobb dolgozatok alapjan).

Ekkor kezdtem el foglalkozni a feladattal, és hadd mondjam most el az egészet abban a sorrendben, ahogy tortént.
Ugy érzem ugyanis, hogy ebben az esetben is fontosabb az eredménynél maga az az 1it, amelyen eljuthatunk hozza, és
én épp ezt az utat szeretném megmutatni. Az eredeti kitiizés szovege ez volt:

Egy a oldali négyzet csucsai rajta vannak egy t teriletd konvex sokszég hatdarvonaldn. Bizonyitsuk be, hogy a sokszdg
tartalmaz egy legaldbb t/a hosszisdgu szakaszt.

Szoval, ha még a sokszog atmérGjét — azaz két egyméastol legtavolabbi csucsanak tavolsagat — d-vel jeloljiik, akkor

az allitas szerint a ;

" ad

hanyados értéke legfeljebb 1. — Erkezett 112 dolgozat, ezek koziil 90 jo ellenpéldat ad az allitasra, a tobbi 22 dolgozat
hibas. Az utobbiak szerzGje vagy ,bebizonyitja” az allitast, vagy rossz ellenpéldat ad meg. A jo megoldéasok koziil a
feldolgozd hidnyosnak mondta azokat, amelyek a kort hoztak fel ellenpéldanak, hiszen a feladatban sokszogrél van
sz6. Ha meégis kiterjesztjiik a vizsgalatunkat tetszéleges konvex gorbére, akkor kétségteleniil a kor a legegyszertibb
ellenpélda. Ha ugyanis a sugar egységnyi, akkor t = 7, a = \/5, d = 2, tehat

A

Ay = ——= = 1,11.

V8

Konvex sokszogek korében a legegyszertbb ellenpéldat a szabalyos 12-sz0g adja (1. dbra): ha most is a koriilirhato kor
sugarat valasztjuk egységnek, és a sokszoget 12 cikkre vagjuk, e cikkek koziil két szomszédos egyiitt olyan négyszoget
ad, amelyiknek az atl6i mer&legesek egymasra, egységnyiek, tehat két cikk teriilete 1/2, igy ¢t = 3, és a és d ugyanannyi,
mint az elGbb:

3
)\127sz6g = % = 1,06.
1
1
1
—
1. dbra

Hasonléan szamolva a szabalyos nyolcszégben ¢-re éppen V/8-at kapunk, ez tehét latszolag mar nem volna ellenpélda
(2. &bra).




Vegyiik észre azonban, hogy a nyolcszogiinkbe nemcsak v/2 oldala négyzetet irhatunk (amelynek csucsai a nyolcszog
csicsai koziil valok), hanem annal kisebbeket is, példaul olyat, amelynek a cstcsai: a nyolcszog minden méasodik
oldalfelezd pontja. Ha pedig t = V38,d =2,6sa < V2, akkor A > 1, tehat — alkalmasan valasztott beirt négyzet mellett —
a szabalyos nyolcszog is ellenpéldat ad. (Valaszthattunk volna a szabalyos 12-sz6g esetében is ilyen, oldalfelezépontokra
tamaszkodo beirt négyzetet, ebben az esetben A még nagyobb volna, azonban a kér A-janal nem volna nagyobb.)

Tovabb menve azt kapjuk, hogy még a szabalyos 6tszog is ad ellenpéldat:

:5—\/5 - 5+5

A 8 2

= 1,01.

Viszont, ha a négyzet koré irt sokszog haromszog, akkor igaz az eredeti allitas, hiszen — mivel csak harom oldal all
rendelkezésiinkre — egy haromszogoldalon két négyzetcsics is van, és ha ezt az oldalt tekintjiik alapnak, hosszat b-vel
jeloljiik, és a hozza tartozé magassdgot m-mel, akkor — mint az kénnyen lathatd —

a

bm b+m 1/b m
A= %ad T 2d —5(a+z><1’

hiszen b < d és m < d. S6t még négyszogre is konnyen igazolhato6 az allitas — legalabbis abban az esetben, ha a négyszog
mindegyik oldalan egy négyzetcsics van. Ekkor ugyanis a négyszog cstcsainak a négyzet oldalaitol mért tavolsagat
rendre mj-gyel, ma-vel, mg-mal, my-gyel jelolve, a 3. dbra szerint

+

1
m’

S =

és emiatt

2t = (my + ma +m3 + ma)a + 2a* = a(my + a +m3) + a(ma + a +my) < 2ad,

hiszen az els6 csticsbol a harmadikba menve, utunknak az atmetszett négyzetoldalakra meréleges vetiilete mi 4+ a +
ms, tehat a két csics tavolsaga legalabb ennyi, a négyszdg atmérdje viszont nyilvan nem lehet kisebb e két csics
tavolsdganal.

m,

my

my

my

3. dbra

Tehat m; + a + m3 < d, és hasonléan kapjuk, hogy ma +a +my < d.

Ennyi deriilt ki a dolgozatokbol. Bantott a dolog, mert ha volt is ra példa, hogy hibas feladatot ttiztiink ki, ezt most
észrevehettiik volna. De ha mar kitiztiik ezt a példat, szerettem volna tudni, hogy mi is az igazsag ezzel a A-faktorral
kapcsolatban. Elkezdtem tehat harom irdnyban tapogatdzni:

a) hogyan lehet a négysziogre vonatkozo allitast bizonyitani abban az esetben, ha egy négyszogoldalon két négy-
zetestes van (mert abban valahogy egy percig sem kételkedtem, hogy négyszogekre még nem lehet a A értéke 1-nél
nagyobb);

b) milyen — tetszéleges konvex gorbére érvényes — fels§ becslés adhato A-ra (mert ha ilyet talalok, legalabb utélag
tudom, mit kellett volna kittzni);

¢) igaz-e, hogy A a korre maximalis (mert hat valahogy megszokta az ember, hogy nagyon sok ilyen kérdésben a
kor az extremaélis).

Ezek koziil a b) kérdésre volt a legkdnnyebb vélaszolni: ha meghtzzuk a gorbének a négyzetoldalakkal parhuzamos
tamaszegyeneseit (azaz a négyzet oldalait addig mozgatjuk, irdnyukat megtartva, amig még van kozos pontjuk a konvex
gorbével), és ezeknek a négyzetoldalaktol mért tavolsdgait rendre mi-gyel, mo-vel, ms-mal, my-gyel jeloljik, akkor
a konvex idomnak a négyzetbdl kilogd részeit egy-egy téglalapba foglaltuk be, és e részek teriiletét becsiilhetjiik a
téglalapok teriiletével (4. abra):



ms

m,
m,

4. dbra

t < (m1+mo +msz +ma)a+a® =almy +a+ms3)+alms +a+my) —a* <

< 9%ad —a® = (2—%)@6[,

hiszen most is m; + a4+ mg < d és my + a + my < d, tehat tetszbleges konvex gdrbére igaz, hogy

t a
A= i <2 7
Azt is aranylag konnyen lehet latni, hogy ha d til nagy, mondjuk d > 3a, akkor A < 1, tehat a még tisztazatlan d < 3a
esetben egyenl6tlenségiink tovabb javithato, ha benne d helyére 3a-t frunk; igy kapjuk, hogy A < 5/3. Valoszintleg
meég ez is tovabb javithato, az viszont vilagos volt el6ttem, hogy ezen az tton soha el nem jutok a koérig (még ha
bizonyos ,hevenyészett” meggondolasok alapjan a A < 1,17 egyenlStlenség sem latszott bizonyithatatlannak). Na jo,
mondtam magamnak, a ¢) kérdés szdmomra til nehéz, de legalabb az a)-ra illene valaszolnom. Elkezdtem tehét a
négyszogre még tisztazatlan masik két esetet szamolni (5. abra), és szamoltam koriilbeliil egy honapon at.

5. dbra

Ordog tudja miért, minden kézzelfoghaté eredmény nélkiil. Ez viszont mar hatarozottan bosszantott. Banatomban
elmeséltem mindenkinek a dolgot, akivel csak talalkoztam. Koztiik Vincze Istvannak is, akivel a Matematikai Kutato
Intézetben dolgozom egyiitt. O mondta nekem: lehet, hogy sok mindent probaltal mar, de az, hogy szimmetrizalj,
még biztosan nem jutott eszedbe. Pedig, nézd csak, ha van két parhuzamos szakaszod, és eltolod Gket dgy, hogy
szimmetrikusak legyenek, akkor az atmérd kisebb lesz. Sok esetet tudok, amikor ez a szimmetrizalas volt a megoldas
kulcsa. Ezek kozil talan a leghiresebb az izoperimetrikus probléma, amirgl Dorrie ,, A diadalmas matematika” cimii
konyvében is olvashatsz.

Erre valoban nem gondoltam. Es csakugyan, ha AB, C'D voltak az eredeti szakaszok, és csticsaikat e koriiljaras
szerint bejarva kapunk konvex trapézt, tovibba AC < BD, akkor abban az egyenl$ szara Ay B;C1D; trapézban,
amelyben A1B; = AB, C1Dy = CD és Ay, By az AB egyenesen, C1, D1 a CD egyenesen van (6. abra):
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6. dbra



AC < A,Cy = BiD; < BD,
hiszen a C, D, C;, Dy pontoknak az AB egyenesen levd vetiiletét C'-vel, D’-vel, C}-vel, D}-vel jeldlve

AC’' + BD'

AC! < ACY = .

= B, D} < BD/',
és a vetiiletek négyzetéhez még hozzé kell adnunk az AB,CD egyenesek tavolsaganak a négyzetét, hogy az eredeti
atlok négyzetét kapjuk.

Végezziik el ennek alapjan a négyzet koré irt sokszogon a kovetkezs — szimmetrizalasnak nevezett — atalakitast (7.
abra).
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7. dbra

Legyen e a négyzetnek egyik oldalaval parhuzamos szimmetriatengelye, és vagjuk szét trapézokra a négyzet koré
irt sokszoget a csicsain atmend, e-re merdleges egyenesekkel (a két szélen esetleg keletkez6 haromszogeket tekintsiik
az egyontetiiség kedvéért olyan trapéznak, amelynek két csticsa azonos). Toljuk el e trapézok e-re merdleges oldalait
e-re meréleges irdnyban gy, hogy 10j helyzetiikben e-re szimmetrikusak legyenek, és tekintsiik az Gj szakaszok altal
meghatéarozott, egyenls szara trapézokbol 6sszerakhatéd sokszoget. Megmutatjuk, hogy

«) az 1j sokszog is konvex,
B) a teriilete egyenls az eredeti sokszog tertiletével,

v) az atmérGje az eredeti atmérdnél kisebb, esetleg egyenld vele, és
0) a négyzet csucsal az 4 sokszog hatarvonalan is rajta vannak.

Ha ugyanis ABCD a szétvagassal keletkezett trapézok egyike, és E az AD egyenes tetszéleges pontja, F' pedig az
E-n atmend, AB-vel parhuzamos egyenesnek BC-n levs pontja (6. dbra), akkor EF eltoltja az E-n atmends, AB-vel
parhuzamos egyenesnek Ay Dy, B1Cy kozti E1F) szakasza. Ha mar EF szimmetrikus volt e-re, akkor F; azonos E-vel,
Fy pedig F-fel. Igy van ez, ha EF a négyzet e-re merdleges oldala, tehat a négyzet csiicsai az 1 sokszdgvonalon is
rajta lesznek. (Ezzel belattuk a § allitast.)

Az ABCD és A1B1C1 D, trapézok teriilete egyenls, tehat a sokszogek teriilete is egyenls. (Ezzel belattuk a g
allitast.)

Legyen P; és Q1 az 0j sokszog két bels pontja, és legyen most A; By, illetve C1 Dy a Pi-en, illetve Q1-en atmend,
e-re merdleges hur az 1j sokszdghen, ABp, CD pedig az eredeti sokszognek az A; By, C1 D1 egyeneseken levé hurja.
Az ABCD trapéz benne van az eredeti sokszogben, emiatt A; B1Ci D1 is része az j sokszdgnek, hiszen tetszGleges,
AB-vel parhuzamos EF hurt tartalmazo szakasz szimmetrizaltja tartalmazza EF szimmetrizaltjat, Eq Fi-et. Emiatt
P11 benne van az Gj sokszogben, ez tehat konvex. (Ez volt az a éllitasunk.)

Végiil a még nem bizonyitott v allitas kovetkezik abbol, hogy P1Q1 < A;C; < BD miatt a P;(@; szakasz hossza
nem lehet nagyobb, mint az eredeti sokszog valamely alkalmasan valasztott szakaszénak a hossza. Ha tehat az eredeti
sokszog teriilete ¢, &tmérdje d, és az Gjban ugyanezek az adatok t; és dy, akkor t; =t és d; < d, és igy

t t1
A= ad = ady = A
Elég tehat az e-re szimmetrikus konvex sokszogeket vizsgalni.

Legyen f a négyzet e-re mer6leges szimmetriatengelye. Ismételjiik meg az eljarasunkat, e szerepére most f-et va-
lasztva, az 0j sokszog f-re is szimmetrikus lesz, és e-re szimmetrikus marad. Ez azért van igy, mert az e-re szimmetrikus
sokszOg f-re merdleges hurjainak e-re vonatkozo tiikorképei ismét harok, és ezek az e-re szimmetrikus hirparok az
f-re vonatkozo szimmetrizéalas soran tgy mozdulnak el, hogy kozben e-re szimmetrikusak maradnak (8. abra).
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8. dbra

Elég tehat e-re is, f-re is szimmetrikus sokszogeket vizsgalni — ezek viszont centralszimmetrikusak, centrumuk e
és f metszéspontja, a négyzet O centruma. Ekkor viszont a sokszog atmérdje akkor és csakis akkor d, ha benne van
az O koriili, » = d/2 sugard korben, és e koron is van cstucsa. Ha most a négyzet oldalat valasztjuk egységnek, akkor

nyilvan d > V2. Ha d = V2, a sokszOg benne van a négyzet koré irhaté korben, és igy ¢ < g,

0
A< —;
=75
A kor tehat valoban extremalis — ha d = v/2. Ha azonban d > \/5, akkor X értéke még nagyobb lehet. Irjunk példaul

V3

szabalyos 12-sz0get a négyzet koré ugy, hogy a négyzet cstcsai oldalfelez6pontok legyenek. Ekkor ugyand = 44/1 — ER

3
t= Zdz’ és igy — mint mér emlitettiik — A\ még nem lépi tal Ay, értékét.

9. dbra
Ha viszont a 12-sz6g koré irhatéd kornek a 12-sz6g e és f tengelyekhez csatlakozé oldalai feletti ivein Gjabb csticsokat
vesziink fel (9. abra), t tovabb né, egészen

T _3+27r
4° 12

d2

értékig, és ekkor mar

1—- Y2 =113,

ot 34271 _<1+27r> \25



ami nagyobb, mint a kor A-ja. Belathato, hogy emellett a d mellett ez a A maximélis, és hogy V2 < d < 2 mellett
hasonléan kapjuk az extremélis elrendezést. A megfelel6 A értékeket a 10. dbra mutatja, amelyrdl leolvashaté, hogy a
maximalis A két tizedesre 1,14. Ha azonban d > 2, akkor mindjart belatjuk, hogy A < 1.

d
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14 15 16 7 18 19 2,0
10. dbra

Legyen ugyanis a négyzet egyik csicsa A, a sokszog A-n atmend oldalanak egyenese (vagy ezek egyike) g, és messe
g az e, f egyeneseket E-ben és F-ben. Konnyen lathato, hogy (11. abra)

R B
OE "OF 7

ezért ha OF < OF, akkor OF <1 < OF, tehat OF < d/2, F a d/2 sugaru koron beliil van.
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11. dbra

Ha OF < d/2, akkor
t <dtopr <20E-OF <d,

tehat A <1 (a négyzet oldala, a még mindig egységnyi), ha pedig OF > d/2, legyen a d/2 sugara kérnek OFE-n levg
pontja H, a H-ban e-re emelt mergleges messe EF-et G-ben, akkor az OH szakasz felez6pontja d/2 > 1/2 miatt mar
a négyzeten kiviil van, tehat az OFGH trapéz kozépvonala kisebb 1/2-nél, és igy

OF+GH-OH§4~ d

1
t <4t =4 —-=—=d
S 4dlorGH 5 59

tehat ismét azt kapjuk, hogy A < 1.

Ezzel a ¢) kérdésre méar lényegében valaszoltunk, de az a) kérdés még mindig megoldatlan. Szoval ha a négyzet

oldala 1, és ha d > 2, akkor altalaban sem lehet A 1-nél nagyobb. Mi van, ha d < 27 Legyenek a négyszog atloi e és f,
2

1
az atlok kozti szog w. Ekkor ¢ = §ef sinw < O ami viszont d < 2 miatt kisebb, mint d, tehat a fentiek utdn mar ez

az eset sem okozott nehézséget.



