Ez a példa a Gy. 2952. ikerfeladata, amelynek megoldéasa az 1995/6. (szeptemberi) szam 346-347. oldalan talalhato
meg.

El6szor bebizonyitjuk, hogy k > 1 esetén 5* pontosan egyféleképpen irhato fel két, 5-tel nem oszthato négyzetszam
Osszegeként. Ehhez a kovetkezs két segédtételere lesz sziikségiink.

1. segédtétel. Legyen m > 1, x és y 5-tel nem oszthat6 egész szamok, és 5™ = 2 + y?. Ekkor az
(z+2y)2+ 2z —y)> =5 (2 +y?) =511, (la)(z — 29)* + (22 + y)? =5 (2® + y*) = 5" (1b)

azonossagok koziil az egyikben mindkét négyzetszam oszthatod 5-tel, a masikban egyik sem oszthato 5-tel.

Az, hogy azonossagokrol van szd, a négyzetreemelések elvégzésével ellendrizhets. Elég tehat az 5-tel valo oszthato-
sdgot vizsgalni. Ehhez megjegyezziik, hogy mindkét azonossagban a jobb oldalon 5-tel oszthaté szam all, tehat ha a
bal oldal valamelyik tagja oszthatéd 5-tel, akkor a masik is.

Mivel

0=5"=a?+y? =22 —4y*> = (x +2y)(x — 2y) (mod 5),
az T + 2y és x — 2y szamok kozil legalabb az egyik oszthato 5-tel. Ebbdl pedig kovetkezik, hogy (1a) vagy (1b) bal

oldaldn 5-tel oszthaté szamok &llnak. Méasrészt nem allhat mindkét egyenlet bal oldalan csupa 5-tel oszthaté szam,
mert 2(z + 2y) — (2z + y) = 3y nem oszthatd 5-tel.

2. segédtétel. Legyen m > 1, a és b 5-tel nem oszthato szamok, és a® + b* = 5™ !, Ekkor az
x4+ 2y = q; 2z —y = b(2a)sazx — 2y = b; 2z +y = a(2b)

egyenletrendszerek egyértelmien megoldhatok, az egyik egyenletrendszer megoldésai egész szamok, a masik megoldasai
nem egészek.
Ko6nnyt ellenérizni, hogy a megoldasok

a-+2b 2a — b Tt 2a + b a—2b
xr = = 1 = - .
5 ) y 5 ) evez 5 ) y 5

Az 1. segédtételhez hasonloan igazolhato, hogy vagy (2a) megoldasai egészek, vagy (2b) megoldasai.

Az (1a) és (1b) azonossagok és az 1. segédtétel alapjan minden olyan egész (z;y) szamparhoz, amelyben sem x,
sem y nem oszthato 5-tel, és z +y* = 5™, hozzarendelhetiink egy olyan (a;b) szampart, amelynek tagjai szintén nem
oszthatok 5-tel, és a®+b% = 5™ 1. A 2. segédtétel pedig biztositja, hogy a hozzarendelés megfordithat6; minden megfe-
lels (a;b) part pontosan egy (z;y) szamparhoz rendeltiink hozza. Kovetkezésképpen 5mF1 65 5™ ugyanannyiféleképpen
irhato fel két 5-tel nem oszthaté négyzetszdm Osszegeként.

Mivel 5! = 5 egyféleképpen (22 + 12) irhato fel, azért minden m pozitiv egészre 5™ pontosan egyféleképpen all els
két, 5-tel nem oszthat6 négyzetszam Osszegeként.

Ha m > 0 egész, akkor 5™"2 pontosan annyiféleképpen irhato fel két 5-tel oszthaté négyzetszam Osszegeként,
mint ahanyféleképpen 5™ felirhato két (5-tel nem feltételnil oszthatd) négyzetszam Osszegeként. Ez egyszerten a
négyzetszamok 25-tel valé megszorzasaval adodik, Ehhez jon hozza az a felbontas, amelyben a két négyzetszam nem
oszthato 5-tel. Az 5™T2 tehat 1-gyel tobbféle modon all el6 két négyzetszam Osszegeként, mint az 5™. Ebbél pedig,
mivel m = 0-ra és m = 1-re igaz, teljes indukciéval azonnal kovetkezik a feladat allitasa.

Megjegyzés. A feladat valojaban az egész szamok egy kiterjesztésével, az ugynevezett Gauss-egészek halmazaval
kapcsolatos. Gauss-egészeknek az a + bi alaka szamokat nevezik, ahol a és b egészek, i a komplex egység. Ezeken
a szamokon a komplex miiveleti szabalyoknak megfelelen definidlhaté az abszolat érték, az Osszeadés, a kivonés, a
szorzés, az oszthatosag, s6t még a maradékos osztas is. Négy olyan Gauss-egész van, amely minden Gauss-egésznek
osztdja: az 1, a —1, az i és a —i. Ezeket nevezik egységeknek. Két Gauss-egészt asszocidltnak neveziink, ha valamelyik
a masiknak egységszerese. Ha egy egységtol kiilonb6z6 Gauss-egésznek az egységeken kiviil csak dnmagéaval asszocidlt
osztoja van, akkor felbonthatatlannak (irreducibilisnek) nevezziik. A Gauss-egészek egyik legfontosabb tulajdonsaga,
hogy érvényes rajuk a szamelmélet alaptétele: minden egységtol és 0-t6l kiilonb6z6 Gauss-egész felirhato felbonthatatlan
szamok szorzataként, és a felbontasban szerepld tényezsk a sorrendtdl és asszocialtsagtol eltekintve egyértelmiek. Az
alaptétel kovetkezménye, hogy minden felbonthatatlan szam prim, azaz ha osztéja egy szorzatnak, akkor valamelyik
tényezonek is osztoja.

A feladat lényegében annak meghatarozasa, hogy hany olyan a + bi alakt Gauss-egész van, amelyre o + b? = 5%,
Mivel a® + 0% = (a + bi)(a — bi) és 5% = ((2414)(2 — i) = (2 +1)*(2 — i)*, a szamelmélet alaptétele miatt a 4 bi =
e(2+19)'(2 —)*" alaku, ahol € egység és 0 < I < k. Az ilyen szamok szama 4(k + 1). Az 5% két négyzetszamként valo
felirasait tobbnyire nyolcszor kapjuk meg, kivéve azokat, amelyekben valamelyik négyzetszam 0. (Ez csak paros esetben
fordul el6.) Az 5" két négyzetszam Osszegeként torténd felirasainak szama tehat paratlan k esetén 4(k; ) = k; 1,
4—(ﬁiﬂl—4+1:§+1.

Be lehet bizonyitani, hogy a 4k + 3 alakd primszamok a Gauss-egészek korében is felbonthatatlanok, kovetkezéskép-
pen primek, a tobbi primszam felbonthaté két Gauss-egész szorzatara (pl. 29 = (5+2i)(5—2¢)). Ennek felhasznélasaval

paros k esetén



be lehet bizonyitani, hogy egy pozitiv egész pontosan annyiféleképpen irhaté fel két négyzetszam Osszegeként, mint
amennyi a 4k + 1 és 4k + 3 alaki osztoi szamanak kiilonbsége. Kiilonbozének tekintjiik az a® + b% és a b® 4 a? felirést,
ha a # b, de kikotjiik, hogy b # 0. Ennek a tételnek a felhasznélasaval a megoldas egyszertibb az el6zénél, bar attol
nem lényegesen kiilonb6zé.

K. G.



