Megmutatjuk, hogy az egyenletrendszer megoldhatatlan a pozitiv egészek korében. Bizonyitasunk modszere a ko-
vetkezd lesz: feltételezziik, hogy 1étezik pozitiv egészekbdl all6 megoldas, és az esetleg tobb megoldés koziil kivalasztunk
egy — valamilyen szempontbo6l — minimalisat. Ennek a minimalis megoldésnak a segitségével pedig belatjuk, hogy lé-
tezik nala (az el6bbi értelemben) ,kisebb” megoldas is, ami nyilvan ellentmondas. (Diofantikus egyenleteknek ezt a
megoldasi modszerét a végtelen leszéllas (descente infinie) elvének hivjuk.)

Tételezziik £l tehat, hogy léteznek olyan a, b, ¢, d pozitiv egészek, amelyekre a® +b* = ¢ — d?, ab = cd, és az ilyen
szamnégyesek koziil tekintsiink a tovabbiakban egy olyat, amelyre abed a lehets legkisebb.

(1) Mivel ab = cd, ezért (felhasznalva a pozitiv egeészek egyértelm felbonthatésagat primszéamok szorzatara)
alkalmas p, g, r, s pozitiv egészekkel a = pq, b =1rs, c =pr, d = gs.

(2) Megmutatjuk, hogy az a, b, ¢, d szamok relativ primek. Tegyiik fel ugyanis, hogy létezik 1-nél nagyobb k ko6z0s
osztojuk; ekkor
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pozitiv egészek, és af + b? = cf — df, ai1b; = c1dy. Ez azonban a1bicid; = ak—i < abed miatt lehetetlen.

(3) Egymashoz relativ primek az a, b szamok, és ugyanugy a ¢, d szamok is. Tételezziik fel ugyanis példaul, hogy
a-nak és b-nek létezik kozos, | primosztdja. Ekkor cd = ab is oszthaté [-lel, ami csak tgy lehetséges, hogy c vagy d is
oszthato I-lel. Azonban ¢® — d* = a® + b? is I-lel oszthato lévén, ¢ és d mindegyike [-lel oszthato, ez pedig ellentmond
(2)-nek. Ugyanigy lathato be az is, hogy c és d relativ primek.

(4) Négyzetszam 4-gyel osztva l-et vagy 0-t adhat csak maradékul. Az a® + b? = ¢ — d* egyenlSség ezért (relativ
prim a, b-vel) csak akkor teljesiilhet, ha a és b kozil az egyik paros, a mésik paratlan, ¢ paratlan, d pedig paros. Az
a és b szerepe felcserélhetd, igy feltehetjiik, hogy példaul a paros és b paratlan. Az (1)-beli felbontasok szerepl&irsl
ezért tudhatjuk, hogy r és s paratlan, és ha p paratlan, akkor g paros. A (3)-bdl pedig az kovetkezik, hogy a p, g, r, s
szamok egyméshoz paronként relativ primek.

(5) Feltételezésiink és (1) szerint p2q? 4+ r2s% = p*r? — ¢*s?, ezért

(7,2 + q2) 2 = p? (7“2 _ q2) _

Mivel p? osztoja (7‘2 + q2) s?-nek és relativ prim s-hez, ezért p® osztoja kell legyen (7‘2 + q2)—nek. Viszont 1% + ¢* és
r? — ¢* is relativ primek: ha ugyanis t kdz0s osztojuk, akkor t osztéja (r* + ¢*) + (r? — ¢*) = 2r°-nek és (r* + ¢*) —
(7“2 - q2) = 2¢*-nek, igy t | (27"2, 2q2) =2 (7“2, q2) =2(r,q)%. A (4) szerint (r,q) = 1, és r* 4+ ¢* paratlan, ezért t csak
1 lehet. Tehat, mivel % 4 ¢ osztoja p? (r* — ¢*)-nek és relativ prim (r® — ¢*)-hez, r* + ¢* oszt6ja p>-nek is, ezért az
elébb belatott p? | 72 + ¢* miatt

r? 4+ ¢ = p?, és akkor sziikségképpen 2+ =r

Ez azt jelenti, hogy az r, g, p és az s, q, r egy-egy pitagoraszi szamharmas, amelynek elemei egymashoz relativ primek,
és g paros. Ismeretes, hogy ekkor (alkalmas x1, y1, ill. 2, yo pozitiv egészekkel)

T:x%—yf, q = 22191, p:xf—i—yf, illetves=x§—y§, q = 222y, rzxg—i—y%.

Igy 22 —y? = 22 + y2 és 2191 = 22y2. Azonban

T1Y1T2Y2 =
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< (pgrs)? = abed,

ellentmondas.
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