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Legyen a,, = 7‘1}, ekkor a; =1, ax = = + y, és tetszGleges n > 1-re

- xn+2 _ yn+2 B (I + y) ($n+1 _ ynJrl) _ (IynJrl _ yInJrl) B
Unt2 = = = (z 4+ y)ant1 — zyan,.
-y -y

Ha megmutatjuk, hogy x + y és zy is egész, ekkor egyrészt a; és ao egészek, masrészt, ha apy1 és aj egészek, akkor
sziikségképpen a2 = (x + y)ar+1 — xyag is egész. Ebbdl — az n-re vonatkozo indukcioval — mér kovetkezik, hogy a,
minden m-re egész.

Tegyiik fel, hogy (valamilyen n-re) a,, ant1, Gnt2, an+s valamennyien egészek. Mivel

Anlnt3 = On10n42 = (x" —y") (2" =y ) — (@t =yt (a2 -yt —
(x —y)?

wnyn (x2y + xy2 _ ,’EB _ y3) ,’E"yn(l' + y) (2(Ey _ .’II2 _ y2) o
= 5 = 3 = -2y ((E —+ y)7
(z—y) (z—y)

azért "y" (x + y) is egész. Hasonldan

(!E"+2 _ yn+2) (wn _ yn) _ (!E"+1 _ yn+1)2
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Gnt20n — G = =
e (=)
_ x"y" (2:1:y —x% - yz) — ey

(x—y)?
miatt  z"y"™  egész. A  fenti egyenlGségben n  helyébe (n + 1)-et irva  kapjuk, hogy

:En+1 n+1
a? 42 — On430ny1 = " Tyt g egész; gy xy = niyn (vagy 0) racionalis szam. Ennek a racionalis szamnak

x

az n-edik hatvanya egész, ami csak ugy lehetséges, ha xy is egész.

Ha 2y = 0, akkor példaul y = 0 esetén a,, = 2" ', a, 11 = 2" egészek lévén x racionélis, ezért (egész szam n-edik
gyokeként) egész; igy minden k-ra ap = 2" ' is egész. (Hasonloan jarhatunk el 2 = 0 esetén is.) A tovabbiak soran
feltehetjiik, hogy zy # 0. Mint lattuk, z"y"(x + y) egész, ezért = + y raciondlis. Tegyiik fel, hogy = + y nem egész,
azaz T +y = B, ahol p és ¢ egymaéashoz relativ prim egészek és g > 2. Ekkor (a1 =1¢és) as =z +y = B,

q q

3 — 3 2 2 _ o2p
Lo—a?tayty’ =ty —ay =ty —ay="—p
T —y q q

az =
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ahol p? — ¢®xzy és ¢* is relativ primek. A k-ra vonatkozo6 indukcioval megmutatjuk, hogy minden k pozitiv egészre

ak = p—:, ahol pi a ¢"-hoz relativ prim egész. Valoban, ha ag_o = p::2 és ap_1 = %, akkor
q q q
_ _ PPr—1 Ph-2 _ PPh—1— TYgpr—2
ap = (:E + y)a/k?—l —TYyar—2 = qk - ‘/L.qu,Q - qk .

Itt p és pr_1 a g-hoz relativ prim, amelyek szorzatahoz a g-val oszthatoé zyg®pr—_o szamot adva ismét a g-hoz (s igy

¢"-hoz) relativ prim értéket kapunk. Alkalmazzuk a kapott eredményt k = n-re, eszerint a,, = p—Z, ellentmondva annak,
q

hogy a,, egész. Tehat x 4 y is egész.
Valké Benedek (Fazekas M. F6v. Gyak. Gimn., IV. o.t.)



