Legyenek a és b tetszéleges nemnegativ szamok, legalabb egyikiik nullatol kiilonbozs. Definialjuk a (¢, ) sorozatot
a kovetkezdképpen:
ca=a+b, c2=a, cpio2=|cnt1]—cn, n=1,2,...).

Ekkor c3 =—=b, cs=b—a, cs=|b—al+b, cs=|b—a|+a, cr=a—-b, cs=—a, cg=0b, clo=a+b, c11 =a.q
Lathato, hogy c19 = ¢1, ¢11 = c2, igy — a rekurziot felhasznélva — az n -re vonatkozo6 indukcioval igazolhatd, hogy a
(cn) sorozat periodikus és egy periodusa 9. Jelolje k a sorozat legkisebb periodusat. Osszuk el 9-et maradékosan k-val:
9 =gk +m, 0<m < k; ekkor minden n pozitiv egészre c,tm = Cnt9—qk = Cn—gk = Cn, azaz m is periédus. A k
minimalitasa miatt ez csak ugy lehetséges, hogy m = 0. vagyis k osztdja a 9-nek. Tegyiik fel, hogy & | 3, ekkor

0<|b—al+b=cs=cg=—-a <0,

tehat a = 0 = |b —a| + b, azaz a = b = 0, amit kizartunk. Igy k csak 9 lehet,.
Legyen ezutan (a,) egy, a feladat kovetelményeit kielégits sorozat. Ot esetet kiilonboztetiink meg.

L eset: a1 < 0, az < 0. Legyen a = —ag, b = —ay — ag, ekkor az ezekbdl képezett (¢,,) sorozat megfelel§ elemeire
¢c; =a—b=a;, cg =—a = ag, ezért minden pozitiv egész n-re a, = c,y6. A feladat (mindkét) allitasa ebben az
esetben a (c,,) sorozat bizonyitott tulajdonsaga miatt igaz.

IL. eset: a; < 0, ag > 0. Legyen a = —ay, b = ag, ekkor az a, b-hez tartozo6 (c,) sorozat elemeire cg = —a = aq,
cg = b= as, igy a, = cp47 igazolja a feladat allitasat.

III. eset: a1 > 0, az < 0. Legyen a = ay, b = —aq, ekkor az el6bbiekhez hasonléan co = a = a1, c3 = —b = aq,
ap = Cp+1-

IV. eset: a3 > az > 0. Legyen a = a2, b =a; —ag, ekkor ¢c; =a+b=a1, co =a=as, a, =cy.
V. eset: as > a3 > 0. Legyen a = as — a1, b = a;. Nyilvan a és b csak ugy lehetne egyszerre nulla, ha a; és ag is
az. Ezuttal co = b= a1, c19o =a+ b= as miatt a, = c,4s.
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