A megoldas soran felhasznaljuk a ,Jaték mindenkinek” rovatunkhoz fliz6tt megjegyzésekben olvashatokat. (K6MaL
1994/8-9. sz., 430-432. 0.)

(1) p-1=p-2=p-3=0, po=1
(Ezeknek teljesen szemléletes jelentése van.) Vilagos, hogy az n-edik mez6re az (n — 1)-edik, (n — 2)-edik, (n — 3)-adik
és (n — 4)-edik mez6rol léphetiink, a megfelels utolsd dobas valoszintsége 7 ezért a teljes valoszintség tétele alapjan
1 1 1 1
n — “Pn— “Pn— “Pn— “Pn— :1;27---7
P = gPn-t ¥ gPn—2+ qPa-3 + gPaa (0 )
vagyis

1 1 1 1
(2) Pn — ~Pn-1— ~Pn-2 — ~Pn—3 — ~Pn—a = 0.

4 47y 4
E sorozat karakterisztikus polinomja:

1 1 1 1
_4_+t 3 Lo 1 1
p(z) =2 2T T

Legyenek a p(z) = 0 egyenlet gyokei, ideértve a komplexeket is, z1, 22, ..., 2k, multiplicitasuk rendre a1, aq, ...,
ay, azaz p(x) gyOktényezss alakja

p(x) = (x — 21)* (x — 22)*. . (x — 21)*F.
Ismeretes, hogy a (p,,) sorozat n-edik eleme
(3) pn = a1(n)z] +a2(n)zf + ...+ ar(n)zg

alakt, ahol a;(z) (1 = 1, 2, ..., k) valamilyen a;-nél alacsonyabb fokd polinom; és megforditva, ha a sorozat ilyen
alaku, akkor igaz ra a rekurzié.
A p(z) polinom egyik gyoke az 1, és ez csak egyszeres gyok, mert

(4) p(z) = (z—1) (:E3 + %xz + %:E + i) ;

és a masodik tényezének az 1 nem gyoke. A tobbi gyok abszolut értékben 1-nél kisebb, mert |z| > 1 esetén |p(x)| >
|z|* — |z|®> > 0, és egyenl6ség csak akkor van, ha = = 1. Igy a; konstans polinom, és a (3) tobbi tagja zérushoz tart, ha
n tart a végtelenhez.

Most meghatarozzuk ai-et, ami az elébbiek alapjan a p, sorozat hatarértéke. Definidljuk a ¢, sorozatot a kovet-
kezgképpen:

(5) Gn = a2(n)zy + ...+ ar(n)z; = pn — ay.

A g, sorozatra (4) miatt fennall, hogy

3 1 1
Gn + —Gn—1+ s5Gn—2+ Gn—3 = 0,

4 2 4
azaz
3 1 1
(pn —a1) + Z(pnfl —a1)+ g(pnﬂ —a1)+ Z(pn—s —a1)=0.

Behelyettesitve n = 0-t,
3 1 1
(1—041)4-1(0—041)4— §(O—a1)+ Z(O_al) =0,

2
amibdl a1 = 5 Tehat

2
6 limp, = —.
©) i p = -

Megbecsiiljiik a konvergencia sebességét. Mivel

2\ (5 3,2, 1,1 iyl 11
T — = T —x x4+ - | =z —1° - —x — -
3 4 2 4 12 12 6’



a g, sorozatra a
1 1

E(Jn—3 — =qn—4

Gn + 6

Eanl -

rekurzi6 is teljesiil. Ebb6l kovetkezik, hogy

1 1 1 1
|qn| < E|qn—1| + Elqn—3| + 6|qn—4| < 3 max(|qn_1|, |qn—3|= |qn—4|) .

n/4
1
Bebizonyitjuk, hogy |g,| < (5) . Ezn = -3, =2, —1, 0 esetén konnyen ellendrizhets. Ha pedig igaz n < m
esetén (m =1, 2, ...), akkor

—4

76"

1\ 25 )
lq100| = [P100 — a1 = |p100 — 0,4] < <§> <1079,

wl|

1
lgm| < 3 max (|gm—1l, |gm-3|, |gm-a|) <

Ha n = 100-at behelyettesitiink, akkor

vagyis
0,399 999 < p1go < 0,400 001.

Megjegyzések. 1. Ha d lapu dobokockaval dobunk, azaz egyforma valdszintséggel lépiink 1, 2, ..., d — 1 vagy d
mezGt, akkor is megoldhat6 a feladat. (d = 6-ra a megoldas mar megjelent a K6MaL 1994/8-9. szaméanak 430-432.
oldalan.)

Altalanositasunk teljes egészében a fent ismertetett gondolatmenetet fogja kivetni.

Legyen p,, annak valészintiisége, hogy ralépiink az n-edik mezdére és legyen po =1, p_1 =p_o=...=p_4=0.

Ekkor vilagos, hogy n =0,1,... esetén

41
Pn = Z Epn—u
i=1
vagyis
1 1 1

Pn — Epnfl - Epn72 I apnfd =0.
Most

p(z) =2 — éxd_l — éxd_2 — = %
Ennek egyik gyoke z; = 1, a tobbi gyok abszolut értéke 1-nél kisebb. A z; = 1 multiplicitasa, oy = 1, mert

p(CL') — (,’E—l) (:Ed_l-|— d;lxd—2+ d;2xd—3+'”+é>7

és a méasodik tényezé x = 1 esetén pozitiv.
A g, = pn — a1 sorozatra teljesiil, hogy

+d—l +d—2 n +1 _0o
Adn d dn—1 d qn—2 dand— )
azat d—1 d—2 1
(pn_a1)+7(pn—l_a1)+T(pn—2_a1)+-'-+a(pn—d_al):0-
Behelyettesitve n = 0-t,
d—1 d—2 1
(1—a1)+—(0—a1)+—(0—a1)+ —|—E(O—a1)=0,
amibgl
1 2
a1 =71 3 d =
42444 d+1
Tehéat
lim L
=t

A |gn| megbecsiiléséhez:



. 1 d-1 1 d-3 2 d—4 d—2

dd—1° Tdd-1 T dd-1n" T dd-1y
amibdl g,-re
L1 1 2 d—2 0
dn d(d—l)qnil d(d_l)anB d(d—l)qnié} d(d—l)qnid_ )
ahonnan
1+142+...4(d—-2)
< n—1[ [4qn—=3|5 -+ [dn—
|qn| < dd—1 max (|gn—1/, |gn—3] |n-al) <
2d — 4
11— —— n—1s [dn—=3]5 -+ |[Yn— .
< (1= i ) mxaacal sl an-al)

Innen pedig

2 |y < (12 24 B
Pn =gy T = dd—1) -
171

1
Ez a becslés 0-hoz tart d > 3 esetén. (Ha d = 1, akkor az allitas trividlis. Ha d = 2, akkor zo = —3 és |qn| = <§) )

Farkas Péter (Budapest, Szent Istvan Gimn., IV. o. t.)

2. A megoldasban felirt 6sszefiiggéseket a lineéris rekurziv sorozatok elméletére vald hivatkozas nélkiil is be lehet
bizonyitani, tobbnyire teljes indukcioval.
Induljunk ki a (2) 6sszefiiggésbél, ennek alapjan bebizonyitjuk a

(1) 2 n 3 2 n 1 2 n 1 2\ 0
Pn 5 1 Pn—1 5 5 Pn—2 5 4 Pn—-3 5~
azonossagot. Ez n = 0-ra, mint lattuk, igaz. Ha pedig igaz n = m — 1-re, akkor
2 n 3 2 n 1 2 n 1 2\
Pm 5 1 Pm—1 5 5 Pm—2 5 1 Pm—3 5~
A T AU S A A A
=\ Pm 5 4 Pm—1 5 9 Pm—2 5 4 Pm—3 5
R P _
Pm 4pvn—l 4pm—2 4pm—3 4pm—4 -
- 2 n 3 2 n 1 2 n 1 2\ 0
= | Pm-1 5 4 Pm—2 5 2 Pm-—3 5 4 Pm—4 5 — V.
Ezzel (7)-et igazoltuk. Irjuk fel (7)-et n — 1-re is:
2 3 2 1 2 1 2
-1 - = - n—2 — ©T a n—3 — ¢ - n—4 — ©T =0
(8) (Pn 1 5) + 1 (p 2 5) + 5 (p 3 5) + 1 (p 4 5)
. . 2 .
Vonjuk ki (7)-bél (8) g—szorosat:
2 n 3 2 n 1 2 n 1 2
n 5 4 Pn—1 5 2 Pn—2 5 4 Pn-3 5
2 2 1 2 1 2 1 2\
3 Pn—1 5 2 Pn—2 5 3 Pn-3 5 6 Pn—4 5 -
REAVE S AN A AN RO AU
DPn 5 12 Pn—-1 5 12 Pn—-3 5 6 Pn—4a 5 -

Ezzel az 6sszes sziikséges azonossagot igazoltuk.

3. Tegyiik fel, hogy a lehetséges 1épéshosszok a hy < ... < hg pozitiv egészek, ezek valdszintisége qi,...,qq4 > 0.
Legyen p, tovabbra is annak valdszintisége, hogy rélépiink az n-edik mezére. Bebizonyitjuk, hogy ha a p, sorozat
konvergens, akkor hatarértéke

1
limp,, = .
q1h1 + q2ha + ... + qaha
(Azt nem nehéz bebizonyitani, hogy p,, akkor konvergens, ha a hq, . . ., hq szdmoknak nincs 1-nél nagyobb k6zos osztoja.)
Definialjuk az Xy, X1, ... véletlen mennyiségeket (valoszintségi valtozokat) a kovetkezSképpen:

X, =0, haaz



n—edikmezrenemlpnkr; i, haazn—edikmezrerlpnksotti—tdobunk.
Ekkor Xo 4+ X3 + ...+ X,, az els6 m mezdn tett 1épések Gsszege, vagyis az elsé olyan mez6 sorszama, amely az
m~edik utan van és rélépiink. Ez biztosan m + 1 és m + hg k6zott van, tehat

m—|—1§X0—|—X1+...—|—Xm§m+hd.
Ebbédl kovetkezik, hogy az 6sszeg varhato értéke is e két hatar kézott van:
m+1 S E(X0+X1 +...+Xm) :E(X0)+E(X1)+...+E(Xm) S m—|—hd.

(A varhato értéket mindig lehet tagonként széamolni.)
Mivel
E(Xy) = pngi - hi + P2 - ho + ...+ poga - ha = pa(@iha + ... + qaha),

ez azt jelenti, hogy
m+1< (po+p1+...+pm)(@hi + ...+ qaha) < m+ hy,

amit (m + 1)(g1h1 + ... + gaha)-vel osztva

1 <p0—|—p1—|—...—|—pm<<1+hd—1) 1
qgh1+ ...+ qihg — m+1 - m+1) qgih1 +...+qahg

L
m+1 ’
I po+pi+...+DPm 1
im = .
m—+1 q1h1 + ...+ qihg
Po+p1+...+DPm
m—+1

Mivel m — oo esetén

ebbdl kovetkezik, hogy

Ismeretes, hogy ha p,, konvergens, akkor lim is konvergens és ugyanoda tart, ezért a (p,,) sorozat

1
hatarértéke csak lehet.
qh1+ ...+ qahg

Pataki Jdnos, Duino (Olaszorszag)



