I. megoldas. Definidljuk a kovetkezd sorozatot:

G/l:\/i; an+1:\/2_an-

A sorozat elemei a megadott alaktak. A  definici6 értelmes, mert ha 0 <  a, < V2
(ez a feltétel n = 1-re trivialis), akkor a,4+1 értelmes és 0 < apy1 < V2.

Azt allitjuk, hogy az (a, ) sorozat tetszéleges pontossaggal megkozeliti az 1-et (vagyis a, — 1).

Legyen b, = a, — 1. A rekurzi6 szerint
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V2 —a, —12 —b,
bn+1:an+1_1:\/2_a’n_1: c = )
V2—a,+1 V2—a,+1

amibdl felhasznalva, hogy a definicié alapjan a, < v/2,
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Mivel [b] = V2 -1 < <> ebbdl kbvetkezik, hogy
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n— 1] = |by - .
on = 11= Il < ()

Véros Zoltan (Tiszavasvari, Vaci M. Gimn., III. o.t.) dolgozata alapjan

Ez pedig 0-hoz tart.

II. megoldas. Megoldasunk a félszogek trigonometrikus fiiggvényeire vonatkozo azonossagokra épiil.
Nevezziink egy szamot az egyszertség kedvéért felirhatonak, ha felirhato

\/2 +1v2+.... £ V2 alakban. Bebizonyitjuk, hogy a felirhat6 szdmok a (0;2) intervallumban stiriin helyezkednek

el, azaz tetszbleges 0 < a < b < 2 esetén létezik a < u < b felirhat6 szam.
Legyen f(x) = 2|cosx|. Ez a fiiggvény 7 szerint periodikus, értékkészlete a [0; 2] intervallum. Masrészt

1
f(;) _2’(308;‘_2\/@_\/Q+2cosx—\/2if(l’)a

ahol f(z) elGjele az x értékétol fiigg.

Ebbdl az azonossagbol kovetkezik, hogy ha valamilyen x-re f(x) felirhato, akkor f (%) is felirhato, csak felirdsdban
eggyel tobb gyokjel van. Ezt k-szor megismételve kapjuk, hogy f (;—k) is felirhato.

A legegyszertibb felirhaté szam a V2. Ezt az f fiiggvény minden g hossztsagu intervallumban felveszi, ugyanis

1
tetszoleges m egész szamra f ((m + 5) g) =2
Legyen most a = f(«) és b= f(8),ahol 0 < f < a < g Valasszuk k-t olyan nagynak, hogy 2% (a— ) > g legyen.
Ekkor a (273, 2% ) intervallumban létezik egy olyan

283 < xy < 2% szam, amelyre f(zo) = V2. Mivel f(xo) felirhato, felirhat6 vele egyiitt v = f (%) is. Mivel

pedig 8 < % < a, az is igaz, hogy a < u < b. Ezzel az allitdsunkat igazoltuk.

Specidlisan, minden 0 < & < 1-hez talalhato olyan felirhaté u, amelyre 1 —¢ < u < 14 ¢, azaz |[u — 1] < e. A

\/2 +1/2+ ...+ V2 alaki szamok tehat tetszélegesen kozel lehetnek az 1-hez.

Megjegyzés. A megoldas kis moédositasaval be lehet bizonyitani, hogy egy szam pontosan akkor felirhatd, ha
2m+1

cos WW‘ alaku, ahol m, k pozitiv egészek.
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