A harom pont (P, @, R) nem lehet mind egy oldalon az ABC héaromszégben, mert akkor ez az oldal legalabb a
keriilet 3 része lenne, s ez ellentmondana a haromszog-egyenlGtlenségnek.

Igy két eset lehetséges.

1. eset: Az egyik oldalon két pont van, egy mésikon pedig a harmadik. Legyen az AB oldalon a P és a Q, a
BC oldalon az R pont (P és @ kozil P van A-hoz kozelebb) (1. dbra). Feltehetjiik, hogy a keriilet 3 egység, vagyis
a+b+c=3. Ekkor PQ =1 és @B+ BR = 1. A haromszog-egyenlStlenséghdl ¢ < 1,5, a < 1,5. A PQ R haromszog
R-hez tartozd magassagat m,-rel, az ABC haromszog C-hez tartozdé magassagat me-vel jeldlve: (BRR' és BCC’
hasonlosagabol)

TPQR 1 My 1 BR 1 BR

TABc_c-mC_c.B—C_c a
De BR=PQ — QB > PQ — (¢ — PQ) > 2PQ — 1,5 = 0,5; igy
TPQR 1 0,5
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Itt a 9 nem helyettesithet nagyobb szammal, mert ha AB = BC és AC-t elég kicsinek valasztjuk, P-t pedig A-ba

vissziik, akkor
TPQR - 2—c
Tapc  ac

)
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ami ha a + b+ ¢ = 3, akkor a, ¢ — 1,5, b — 0 esetén tart §—hez. Ez azt jelenti, hogy ekkor a 3 éles becslés.

2. eset: Mindharom pont kiilonboz6 oldalon van (2. dbra). Kénnyen lathatoan

Trqr _, (BQ BP AP AR CR CQ
Tasc BC BA " AB AC " CA CB)’
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A kivonandorol (jeloljik M-mel) szeretnénk belatni, hogy legfeljebb g Tegyiik fel, hogy a + b + ¢ = 3, és jeloljik

AP
z-szel az 1B aranyt. = segitségével a tobbi ardnyt is kifejezziik. Ekkor

AP AR l—xzc ¢, 1 BQ BP 1-(1-x)-c B
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Ennek a méasodfoku kifejezésnek maximumbhelye van, arrdl szeretnénk belatni, hogy §—né1 kisebb. A maximum értékét

A
ado 14 (A a diszkriminans) képlet felhasznéalasaval:

B 9¢? 4+ a? + b2 + 6ac + 6bc — 2ab + 12abe — 24¢

Mmax
12abc

Bizonyitandé: My,a.x < g
Beszorzas és rendezés utan:
27¢% + 3a” + 3b” + 18ac + 18bc — 6ab — T2¢ + 8abe < 0.
Most minden tagbol harmadfokut ,,gyartunk” a + b+c =3 és (a + b+ 0)2 =9 felhasznalasaval:
(9¢® +9¢%a + 9¢*b) + (a® + a®b + a®c) + (b° + b%a + b%c) +
+ (6a°c + 6abc 4 6ac”) + (6b°c + 6bc® 4 6abc) + (—2abe — 2a°b — 2ab*) +
+ (—8a’c — 8b*c — 8¢* — 16abc — 16ac® — 16bc*) + Babc =

=a>+ b3+ —ac® —be? — a’c— b%c — a?b — ab® + 2abc =
=(a—-b—c)(b—c—a)(c—a—10b)<O0.

Mivel csak ekvivalens atalakitast végeztiink,
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Ezt kellett igazolni.
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Megjegyzés. A mésodik esetben is megkdzelithets a g Legyen AB = BC és AP = 2PB. Ha CBA< — 0, akkor

AR 1 TPQR
CQuo—. =2 =2 57
W=7 a0 T3S 7,0
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