Ha A = 0, akkor a sorozat definicioja értelmetlen. Ha A > 0, akkor a sorozat minden eleme pozitiv (z; pozitiv,
és a rekurzio alapjan x, pozitivitasabol kovetkezik x,11 pozitivitasa is). Ha A < 0, akkor a sorozat minden eleme
negativ. Ezekben az esetekben tehét a rekurzié értelmes.
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——. A kérdés az, hogy az (y,) sorozat tetszSleges pon-
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tossaggal megkozeliti-e az 1-et (azaz y, — 1).
Azt allitjuk, hogy az (y,) sorozatra a kidvetkezs rekurzio teljesiil:

Az esetszétvalasztasok elkeriilése érdekében legyen y, =
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Ezt v/ A-val osztva éppen (2)-t kapjuk. (Eszrevehetd, hogy a feladatot tulajdonképpen az A = 1 esetre vezettiik vissza.)
Miel6tt a konvergencia bizonyitasdhoz hozzakezdenénk, el6szor az (y,,) sorozat elemeire bizonyitunk két becslést.
I. Az (y,,) sorozat minden eleme pozitiv. Ez kovetkezik az els6 elem pozitiv voltabol.
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II. Ha n > 2, akkor y,, > 10 A rekurzid, valamint a szamtani és mértani kozép kozotti egyenlGtlenség alapjan
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Vizsgéaljuk meg, mi az Gsszefiiggés vy, és ynt1 1-t6l valo tavolsaga kozott. A rekurzié alapjan
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Ebb6l az eredménybdl teljes indukcioval azonnal bebizonyithaté, hogy n > 2 esetén
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A jobb oldalon all6 mértani sorozat 0-hoz tart, mert a hanyadosa 1-nél kisebb abszolut értékid, kovetkezésképpen y,, — 1
is 0-hoz tart, y,, 1-hez, végil z, V/A-hoz tart.
Az (x,) sorozat tehat V/A-hoz tart minden olyan esetben, amikor A # 0.
Braun Gdbor (Budapest, Szent Istvan Gimn., II. o.t.)

Megjegyzések. 1. Ha y mar ,kozel” van az 1-hez, akkor a hiba minden 1épésnél koériilbelil a felére csdokken, mert
1 1
1 — — — —| értéke is kortilbeliil 1. Ez a ,sebesség” még mindig sokkal kisebb, mint a négyzetgyokvonashoz hasznalt
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rekurzio sebessége, ahol (kis hiba esetén) a hiba minden lépésben koriilbelill az el6z6 hiba négyzetének (!) felére
csokken. Ez azt is jelenti, hogy a sorozat kovetkezé tagjanak legalabb kétszer annyi helyes jegye van.
2. Ha k-adik gyokot (k > 4) akarnank vonni az
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rekurzioval, érdekes eredményre jutnank. Ez a sorozat ugyanis k = 4-re még konvergens (bar a konvergencia nagyon
lassu), k > 4 esetén azonban méar mindig divergens, kivéve azt az esetet, amikor x1 = VA.
3. Tegyiik fel, hogy = = VA + € és e kicsi” abszolut értékid. Ekkor
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(A ~ jel azt jelenti, hogy a két mennyiség kiilsnbsége sokkal kisebb, mint .) A kapott kizelitéshez 22 = 2V/A + 2e-t
hozzaadva, majd ebbdl VAt kifejezve:

ﬁw2x+§
~

Ez az eredmény azt mutatja, hogy inkabb érdemes az
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rekurziét hasznalni.

Be lehet bizonyitani, hogy az igy felirt sorozat V/A-hoz tart, és a helyes jegyek szdma minden iteraciénal megdup-
lazodik.

A két sorozat konvergencia-sebessége kozotti kiilonbség szemléltetésére alljanak itt azok az értékek, amelyeket
A = 8 kobgyokének becslésére adnak:

Ty + mi 2z, + EA
Tyl = T%./L'n_l,_l = Tg‘n = 18.0000000008.0000000007 = 24.0625000005.375000000n = 32.2736168643.675635479n = 4

4. Altalaban k-adik gyokvonasra hasznalhat6 az
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rekurzié.
Ennek a rekurziénak megvan az a jo tulajdonsaga, hogy a sorozat elemei a masodik elemt6l kezdve nagyobbak
Y/ A-nal, monoton fogynak, a helyes jegyek szama minden 1épésben koriilbeliil megduplazodik.



