Az f(n) = n figgvény nyilvan kielégiti a feladat feltételét. Bebizonyitjuk, hogy ez az egyetlen ilyen.

Az f(n? +m?) = f%(n) + f*(m) fiiggvényegyenletbe n = m = 0-t helyettesitve f(0) = 2£%(0)-t kapunk, aminek az
egyetlen egész megoldasa az f(0) = 0. Ezek utan n = 0, m = 1 helyettesitéssel f(1) = f%(1) adédik, igy az f(1) > 0
feltételt felhasznalva csak f(1) = 1 lehet. Most rendre behelyettesitve az (1;1), (0;2), (1;2), (0;5), (3;4), (1;3),
(0;10), (2;2), (6;8) szamparokat és megkeresve az egyes fiiggvényegyenletek nemnegativ egész megoldasat, f(2) = 2,
f(4) =4, f(5)=5, f(25)=25, f(3)=3, f(10) =10, f(100) =100, f(8) =8, végil f(6) = 6-ot kapunk. Tehat
0 <n <6 esetén f(n) =n valoban teljesiil.

Teljes indukcidval bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy az n-nél kisebb egész szamokra mar bebizonyitottuk az allitast.
Nyilvan elég az n > 6 esettel foglalkozni. Két lehetGség van aszerint, hogy az n paros vagy paratlan. Ha paros, akkor
n = 2k alakba irhato, ahol k pozitiv egész. A (2k)? + (k — 5)* = (k + 3)? 4+ (2k — 4)? azonossag alapjan

F22k) + f2(|k = 50) = [ ((2K)* + (k= 5)*) == f ((k+3)* + (2k — 4)*) = f2(k +3) + f2(|2k — 4]),
igy
f2(n) = f2(2k) = f2(k+3) + f2(12k — 4]) — f2(|k — 5).

Mivel n > 6 és paros, azért n > 8, azaz k > 4. Ekkor k +3, [2k — 4], |k — 5] kisebb 2k-nal, fgy az indukcios feltevés
alapjan
f2(n) = (k+3)>+ (2k —4)* — (k — 5)* = (2k)* = n?,

tehat f(n) = n.
Hasonlé médon, ha n paratlan, akkor n = 2k + 1. Itt a

2k + 1)+ (k —2)% = (kK +2)* + (2k — 1)?
azonossagban |k — 2|, |k + 2|, |2k — 1] kisebb 2k + 1-nél, ezért
g | ) ) )

F2(n) = 22k +1) = f2(Jk +2]) + f2(12k = 1)) = f2(k - 2]) =
=(k+2)>+2k—1)? - (k—2)*>= 2k +1)* =n?,

fgy f(n) =n.
Ezzel az allitast bebizonyitottuk.



