ElGszor hegyesszogl haromszogre igazoljuk a feladat allitasat. Az 1. dbra jelléseit hasznélva, az AMTs és az ABT)
haromszogek hasonlésiga alapjan AM : x = ¢ : m,, amibdl

(1) me - AM =c- x.

Két ugyanilyen hasonlésdghol BM :y =a:my és CM : z = b : m.. Ezekb6l az 0sszefiiggésekbdl

(2) my-BM =a-y és me-CM =b-z.
Az ACT3; é BCTs derékszogli  haromszogekbsl: b2 — 22 = a> — (¢ — x)?,  amibdl
B2 42 — g2 2 122 24 p2_ 2
T = #. Hasonloan kapjuk, hogy y = % és z = ‘1—’—271)0‘ Az (1) és (2) alatti Osszefiigge-
c a

seket Osszeadva, és x, y, z kifejezéseit folhasznalva:

Mg - AM +my - BM +m.-CM =

b2—|—02—a2+ a2—|—02—b2+b a?+b*—c a4+ b+
2 “ 2 % 2

=c
Ezutan azt kell bizonyitanunk, hogy

(a2 +b? —|—c2) .

=~ w

(3) m2 +m? +m? <

at+b+ec

A (3) egyenlStlenség kovetkezik az F. 2972. feladat 4llitasabol, ami igy szol: m2 4+ m3 +m? < s?, ahol s = 5

Megoldasai megtalalhatok lapunk 1994/4. szaméban. Minddssze annyit kell megmutatnunk, hogy

b > 03
<%> Sz(a2+b2—|—c2).

Ez pedig nyilvanval6, mert ekvivalens az

b [a2 + 12 2
(4> a—|—3—|—cS a+3—|—c

egyenl6tlenséggel.
Ha a haromsz6g tompaszogt, akkor kénnyen megtalalhato hasonlé haromszogparok alapjan (lasd 2. dbra)

(5) AM :x=0b:mg, BM :y=c:my, CM:z=a:me,

ahol © = ATy és y = BT, méas szerepii szakaszok, mint az elsé részben. Az mi kétféle kiszamitasa révén ¢® — 22 =
9 9 a’? —b? —c? a’+c? —b? a? +b? —¢?

a® — (b+ z)?, amib6l © = —————. Hasonloan kapjuk, hogy y = ———— és z = ——— . (5) alapjan, z

2b 2c 2a

y és z kifejezéseivel

meg-AM +mp-BM +m.-CM =b-z+c-y+a-z=
a2—02 -2 adP+E-0 a2+ -3

2 2 2
3a2 =02 —c?  a®+ (a® =) + (a® - b?) L@+

2 - 2 2 ’

ahol felhasznaltuk, hogy az a oldallal szemben van a tompaszog, és ezért a® > b%+c%. Igy most is a (3) egyenl6tlenséget
kell igazolnunk.
Ha a haromszog derékszogt (3. dbra), akkor

m2 +mi+m?2 =m?+ AB? + AC?,
tehét azt kell bebizonyitanunk, hogy

mg + AB* + AC? < = (AB® + AC?) ,

N W

azaz

2 1 2 2_5 2
ma§2(AB +AC)_2BC’

1
BC? < 5BC2.

N

ami nyilvanvalo, s6t m?2 <



Vilagos, hogy egyenlGség csak hegyesszogi haromszog esetén lehetséges. Az F. 2972. feladat 1. megoldasabol és
(4)-bol latjuk, hogy az egyenlGség akkor és csak akkor 4ll fenn, ha a = b = c.
Gerd Tamds Miklos (Fazekas M. Fév. Gyak. Gimn., III. o.t.) dolgozata alapjan

Megjegyzések. 1. Erdemes megemliteni, hogy a feladat kittiz6je az F. 2972. megoldasa kozben talalt ra erre az
Osszefiiggésre.

2. A feladat allitdsanal valamivel tobbet bizonyitottunk, éspedig:

a+b+c

2 3
O 9 12, 2
5 >§4(a+b+c)§

3
mi—f—mﬁ—i—mgg( 3

(mg - AM 4+ my - BM +m.-CM).

3. Tobb megoldénk olyan Osszefiiggéseket hasznélt, amelyek barmilyen haromszog esetén érvényesek, és igy nem
kellett eseteket megkiilonboztetniok.




