I. megoldas. Definidljuk a kovetkezd sorozatot:
’nozll; Ni+1 =2™ — 1.

Err6l a sorozatrél a kovetkezot allitjuk:
a)n; | 2™ — 2 minden i =0, 1, 2, ... esetén;
b) n,; Osszetett, ha i > 1.
Mindkét allitast teljes indukcioval bizonyitjuk:
a) Konnyen ellendrizhetd, hogy ng | 2™ — 2:

2t _ 2 =192046 = 11 - 186

(de a Fermat-tétel szerint is igaz). Tegyiik most fel, hogy n; | 2" — 2. Ekkor
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Tehat 2™+t — 2 oszthatd n;q-gyel. Ezzel az a) allitast igazoltuk.
b) Az ny Gsszetett, mert n; = 21 _ 1 =12047 = 23 - 89.
Ha n; Osszetett — mondjuk n; = p - ¢, ahol p, ¢ > 1 —, akkor

Mip = 2% = 1= 20— 1= (20 = 1) (14274 2% 4oy 20070

Itt mindkét tényez6 nagyobb, mint 1, tehat n;y; is Osszetett.
Ezzel a b) allitast is bebizonyitottuk.
Az nq, ng, ... szamok tehat mind megfelel6k. Ez a sorozat szigorian monoton né. (n; osztoja 2™ — 2-nek, n; <
2™ — 2 < m;q1), ezért csupa kiilonbozs elembdl all.
A sorozat tehat végtelen sok megfelel n-et szolgaltat.
4P — 1

. Ez egész, mert 4 =17 =1 (mod 3).
Megmutatjuk, hogy n Osszetett, és n | 2" — 2. Mivel végtelen sok primszam van, ebbdl az allitas kovetkezik.

P41
Az n Osszetett, mert n = T+ (2P —1), és 2P = (—1)? = —1 (mod 3) miatt az els6 tényezs is egész, tovabba

2 4+1 2241
>

II. megoldas. Legyen p 3-nal nagyobb prim, és legyen n =

=3, 27 —1> 2% — 1 =7, vagyis mindkét tényezs 1-nél nagyobb.

Mivel p > 2, a Fermat-tétel szerint 4 — 4 oszthat6 p-vel. Ez a szam paros, és 3-mal is oszthato. Mivel p, 2 és 3
paronként relativ primek, ebbdl kovetkezik, hogy
n—1 4P —4

kj: =
2p 2-3-p

egész Szam.
Az n definici6ja alapjan 2% = 1 (mod n). Ha ezt a kongruenciat k-adik hatvanyra emeljiik, és 2-vel megszorozzuk,
azt kapjuk, hogy

2-(22p)k52 (mod n);2" =2 (mod n),

azaz 2" — 2 oszthato n-nel.
Ezzel az allitast bebizonyitottuk. )
Szeidl Adam (Miskole, Foldes F. Gimn., IV. o.t.)

Megjegyzés. A Fermat-tétel szerint, ha p prim, akkor tetsz6leges p-hez relativ prim a-ra
a?'=1 (mod p).

Ez azonban nemcsak primekre, hanem néhany Osszetett p-re is igaz. Az ilyen szamokat univerzalis pszeudoprimeknek
nevezziik. A legkisebb ilyen szam az 561.



