A megoldas sorédn felhasznéaljuk azt a jol ismert allitast, amely szerint ha a @ racionalis szam gyoke egy olyan egész
egyiitthatos polinomnak, amelynek fGegyiitthatdja 1, akkor @ sziikségszertien egész is. Ha ui. M jeloli a széban forgd
p polinom fokat, és Q = S/T, ahol S és T relativ primek, akkor a feltételbsl adodoan S = TMp(S/T) = 0 mod T,
vagyis T | SM, ami S és T vélasztasa miatt csak ugy lehetséges, hogy T = +1.

A tovabbiakban cq, co, ... olyan egészeket fognak jelolni, amelyek csak a feladatbeli p polinomtol fiiggenek. Mivel p
egyiitthatoi raciondlisak, azért ¢; megvélaszthato gy, hogy a c1p polinom egyiitthatoi egészek legyenek. Jelolje co a cip
fGegytitthatojat, m a polinom fokat. Teljes indukciéval belatjuk, hogy ha t; és t1q; egész, akkor a ¢ = t1co valasztassal
tq, minden n-re egész. Az allitas nyilvanvalé n = 1 esetén, ha pedig mér tudjuk, hogy valamilyen n mellett igaz, azaz
tq, egész, akkor az Aallitds a megoldas elején emlitett segédtétel alapjan kovetkezik tg,+1-re is, hiszen ez a racionalis
szam a feladat feltétele szerint gydke a ¢1/ca -t (p(x/t) — gn) polinomnak, amelyrdl pedig az indukcios feltevést
hasznélva kénnyd kimutatni, hogy egész egyiitthatos, 1 f6egyiitthatoval. Ha most z elég nagy abszolut értékd valos
szam, és c3 jeloli a c1p egyiitthatéi koziil a maximalis abszolut értékiit, akkor a haromszog-egyenl6tlenség segitségével
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vagyis m > 2 miatt van olyan ¢4, amivel |z| > ¢4 esetén |p(z)| > |x|, méasképpen fogalmazva tetsz6leges z-re |z| <
max(cq, |p(z)]). Ebbdl a |¢,| < max(cq, |gn—1|) egyenlStlenséget kapjuk, amelyet tobbszor alkalmazva

lerp(x)] = [eaa™| = |erp(x) — caa™| = |eaz™| = mles| o™ = |z ez — ;

|gn| < max(cq,|gn-1]) < max(ca,|gn—2| < --- < max(ca, |q1]).

Ezek szerint a (g, ) sorozat korlatos, és mivel azt is lattuk, hogy a sorozat t-szerese egészekbdl all, azért (g,,) csak véges
sok kiilonb6z6 tagot tartalmaz. Igy tehat van olyan ¢, amely végtelen sokszor el6fordul a sorozatban, specidlisan van
olyan i és k, amelyre ¢; = g;+1r = ¢. Megmutatjuk, hogy k periodusa a sorozatnak. Jeldlje tetsz6leges pozitiv egész [

esetén
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a p polinomfiiggvény [-szeres iteraltjat. Ekkor tehat ¢ = ¢; = p(k) (Gi+k) = p(k) (q¢). Ha most n tetszoleges, akkor van
olyan j > n + k, amellyel ¢g; = ¢; ennek segitségével

e = pU" R (q) = pi" R () = pliTnTh) (p““) (Q)) = pU™"(q) = pU™"(q;) = gn,

és ezt akartuk bizonyitani.
Gyarmati Katalin (Fazekas M. F6v. Gyak. Gimn., II. o.t.) dolgozata alapjan

Megjegyzések. Irjuk a q,-et s,/t, alakba, ahol s, és t, relativ prim egészek. A megoldasban latottak alapjan a
(gn) sorozat nem tartalmazhat cs-nél nagyobb abszolat értékii tagot, hiszen akkor nem lehetne periodikus. Csornyei
Marianna (Fazekas M. F6v. Gyak. Gimn., IV. o.t.) dolgozataban megmutatta, hogy ha az x racionalis szam egysze-
riisitett alakjaban a nevezd elég nagy (nagyobb, mint egy c5), akkor p(z) egyszertsitett alakjaban a nevezs nagyobb,
mint x-ében. Ennek segitségével egyrészt tijabb bizonyitast nyerhetiink megoldasunk azon részeredményére, misze-
rint a nevez6k (t,) sorozata korlatos, masrészt, a feladat allitdsanak ismeretében azt is kiolvashatjuk beléle, hogy
[t.| < c6, vagyis hogy a (t,) sorozat korlatozhato egy, csak a p-t6l fliggd konstanssal. Persze ekkor |¢,| < ¢4 alapjan
[sn| < cace = cr-re is teljesiil, vagyis a szamlalok is hasonloan korlatozhatok. Mivel a minimaélis & periodus (most
mar) a legkisebb olyan pozitiv egész, amelyre p*) (q1) = ¢y, és az el6bb mutattuk meg, hogy ¢i-nek p-t6l fiiggGen csak
véges sok értéke jon szoba, azért egy |k| < cg alakt becslés is fennall. Osszességében tehat elmondhatjuk, hogy ha a p
raciondlis egyiitthatos polinomhoz talalhato ,yisszafelé rekurziv”’ racionalis sorozat, akkor minden ilyen sorozat perio-
dikus valamilyen, csak a p-t6l fiiggs konstanssal (vegyilik az els6 cg darab pozitiv egész legkisebb k6zos tObbszorosét).
Erdekes lenne k-ra valamilyen als6 becslést adni, beleértve a k = oo esetet is, amin azt értjiik, hogy a p-hez egyaltalan
nem taldlhaté periodikus raciondlis sorozat.



