Fogalmazzuk &t a feladatot a grafelmélet nyelvére. Rendeljlink a telepiilés minden lakojdhoz egy pontot, és az
ismerGsokhoz tartozo pontparokat kossiik ossze éllel. Ekkor a feladat igy fogalmazhaté at: Adott egy 1000 pontu graf,
amelyben barmely két pont kézott van at, vagyis egymashoz csatlakozoé élek sorozata, amelyek koziil az elsé az egyik
pontbol indul, az utolsé pedig a masikba érkezik. Ez abbdl kovetkezik, hogy elébb-utobb mindenki megtud minden
hirt; tehat a graf 6sszefliggs. Bizonyitando, hogy kivalaszthato 90 csics ugy, hogy a graf barmelyik P pontjahoz létezik
ezek kozott olyan, amelybdl vezet P-be legfeljebb 10 hosszusagu ut.

Ha a grafban van kor, azaz olyan ut, amelynek kezdé és végpontja megegyezik, de minden él legfeljebb egyszer fordul
benne elg, akkor annak barmelyik élét elhagyva, a graf tovabbra is 6sszefiiggé marad, éleinek szama pedig csokken. Ezt
az eljarast folytatva, mivel Gsszesen véges sok él van, el6bb-utobb olyan Osszefiiggs grafot kapunk, amelyben nincs kor.
Az ilyen grafokat nevezik fanak. Ha az allitas erre igaz, akkor az eredetire is, hiszen amit el lehetett érni 10 hossztasagu
uttal, azt az 4j élek behuizasa utan is el lehet érni. Feltehetjiik tehat, hogy a grafunk fa.

Vizsgaljuk a graf egyik leghosszabb olyan tutjat, amelyben minden él legfeljebb egyszer szerepel (ezeket nevezik
egyszeri utnak). (Az élek, s igy az egyszert utak szama is véges, azaz van kozottiik leghosszabb, esetleg tobb is.)
Jelolje az egyik leghosszabb egyszerd utat X—A;—...—Ax-Y.

1. eset: ha k < 19. Ekkor A;9 maris megfelel, vagyis bel6le mindenhové eljuthatunk legfeljebb 10 hossztsagt tton.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy valamely Z pontra létezik uy = Ajg—. .. —Z egyszert ut, amely hosszabb, mint 10, azaz
hosszabb X—A;1—...-Aj9-nél és Ajg—Aj1—...-Y-ndl is. Ez az uz 0t nem metszhet bele a két utobbi ut mindegyikébe
egyszerre. Tegyiik fel ugyanis, hogy A; és A; is rajta van, ahol ¢ < 9, 7 > 11 és i a legnagyobb, j a legkisebb ilyen
index. Ekkor Sket uz is, valamint az A;—A;y1—...—A10—-A; Gt is Osszekoti, és ezeknek nincs tovabbi kozos pontjuk,
hiszen az uz at A; és A; kozott mar nem metszi az X—A;—. .. Y utat, az indexek vélasztasa miatt. Vagyis ezt a kett6t
egymas utan fiizve kort kapnank, ami ellentmondas. Amennyiben vy az X—A;—...-Aj szakaszba nem metsz bele,
akkor az X—...—Ajo—...—Z 1t hosszabb az X—A;—...-Y-nal, holott az leghosszabb volt; és hasonléan ellentmodéasra
vezet az, ha uz az Aijg—. ..-Y szakaszba nem metsz bele. Ezzel az 1. esetet belattuk.

2. eset: ha k > 20. Ekkor valasszuk ki Ajg-et, és hagyjuk el mindazokat a csucsokat, amelyek belSle nem (csak)
Aq1-en keresztiil érhetdk el (egyszertd uttal). Ezekrdl kés6bb lesz sz6. Mivel X, Aq, ..., Aqg biztos ilyen, igy legalabb 11
cstucsot elhagytunk. Ekkor egyrészt a megmaradt graf fa, mésrészt az elhagyott pontok A10-b6l legfeljebb 10 hosszusagu
aton elérhetdk.

Bizonyitds. A kormentesség nyilvanvald. Legyen U, V két megmaradt csucs, ekkor az Gket az eredeti grafban Aqp-
zel 0sszekots ut Ajg—A11-Bi—. .. —Bs-U, illetve Ajg—A11-C1—...—C,—V alaktu. Ezen két ut pontjai koziil egyet sem
hagyhatunk el, hiszen ha lenne valamelyik B;-be vagy C;-be Aii-et elkeriils tt Ao-b6l, akkor véve a legkisebb indexd
ilyet, abba két kiilonboz6 (koz6s él nélkiili) at vezetne A1o-bdl, vagyis ismét kort kapnank, ami lehetetlen. Tehat az
U-Bs—...—B1—A1;-C1—...—C,—V 1t megmaradt.

Legyen W egy olyan pont, amely A1o-b6l elérheté egy nem Ajj-en at vezeté W-...—Ajg tton (is). Ekkor az
el6z6hoz hasonldan latszik, hogy W-...—Ajo-nek az Ajp-en kiviil nincs k6z0s pontja az A19—A11—. .. —Y uttal (ugyanis
kort kapnénk), azaz W-...-A19—A11—..—Y hossza nem lehet nagyobb X—A;—...-Y-énal, ami azt jelenti, hogy a
W—...-Ajp Gt hossza legfeljebb 10. Ezzel allitdsunk mindkét részét igazoltuk.

Innen a bizonyitas mar konnyen befejezhets: A megmaradt grafra ismét végrehajtjuk az eljardst, egymas utan
legfeljebb 89-szer. Ha barmikor az 1. eset lép f6l, készen vagyunk. Ha végig a 2. esettel van dolgunk, akkor a 89. lépés
utan kivalasztottunk mar 89 pontot, és elhagytunk legalabb 89 - 11-et, azaz legfeljebb 1000 — 89 - 11 = 21 maradt. Erre
viszont mindenképpen az 1. eset alkalmazhatd, ami megadja a 90. pontot.

Ugyanezzel a modszerrel belathato a kovetkezs altalanositas is: egy (n+ 1)(k+ 1) — 1 csicsa Osszefiiggs grafban
kivalaszthato n cstcs gy, hogy azokbol az 6sszes tobbi elérhets legyen legfeljebb k hossziisagu tton.
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