I. megoldas. Jeloljiik a palcak tomegét mq-gyel és mo-vel!l Mivel a tomegeloszlasuk egyenletes, a tomegiik aranyos

a hosszukkal, vagyis a hosszegységre es6 tomegiik megegyezik:
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(1) i
A pélcak kétfeleképpen zarhatnak be 45°-os szoget a fliggtlegessel: ha parhuzamosak egymaéssal, vagy ha mer6legesek
egymasra. Hasonloan az FF. 2840. feladat megoldasahoz (lasd lapunk 304. oldalan), ennél a feladatnél is belathato,
hogy a megadott feltételeknek csak a merdlegesen elhelyezkedd palcék felelnek meg. Foglalkozzunk tehat ezzel az
esettel!

Irjuk le a palcak ,mozgasat” az w szogsebességgel forgs koordinata-rendszerbsl nézve! Ebben a rendszerben a palcak
nem mozognak, egyenstlyban vannak, tehat a rajuk hato erék eredgje, illetve az erék forgatonyomatékanak Osszege —
kiilon-kiilon mindkét palcara —nulla kell legyen. Az erdk és a forgatényomatékok szamitdsandl figyelembe kell venniink,
hogy a forgo koordinata-rendszer nem inerciarendszer, tehét benne a szokéasos valddi (més testekkel valé kolcsonhatast
kifejezs) erékon kiviil tn. tehetetlenségi erdk is fellépnek. A koordinata-rendszerhez képest allo testeknél csak egyfajta
tehetetlenségi erdt kell szamitasba venniink: a centrifugélis er6t.

A tovabbiak konnyebb attekinthetGsége érdekében gondoljuk végig a kovetkezs feladatot! Egy my tomegi, [y
hossztsagi, homogén tomegeloszlasu palcat, mely 45°-os szogben csuklosan csatlakozik a fiiggsleges forgastengelyhez,
az also véget pedig vizszintes fonal kot Ossze a tengellyel, w szogsebességgel megforgatjuk (1. dbra). Mekkora erd
fesziti a fonalat?

A forgo koordinata-rendszerb6l nézve a test az mi g nehézségi erd, a K kotélerd, az O csuklopontnal hato (ismeretlen
irdnyt és nagysaga) erd, valamint a palca egyes részeire hato centrifugalis erék eredgjének hatasara egyensilyban van.
Célszert az O pontra vonatkozo forgatényomatéki egyenletet felirnunk, mert ebben nem kapnak szerepet az O-nal hato
erék. (Az ertk egyensulyanak feltételét ezek utan mar nem is érdemes felirni, hiszen ezekbdl az egyenletekbél éppen az
O-nal hato erdket tudjuk kiszamitani, s ezekre altalaban nincs sziikségiink.) Vajon mekkora a pélca egyes darabkaira
haté centrifugélis erck ereddje? A centrifugalis ers helyrdl helyre valtozik (a forgastengelytdl mért tavolsag valtozasa
miatt), de mivel ez a valtozas linearis, az eré nagysdgdnak szempontjabol szamolhatunk atlagos erével, vagyis agy,
mintha a test egésze az S tomegkdzéppontban helyezkedne el:
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Vigydzat: nem szabad azt gondolnunk, hogy ennek az erének a tdmadaspontjat is az S pontba helyezhetjiik, hiszen
a test also felére hatoé centrifugdlis er6k nyilvan nagyobbak, mint a fels felére hatd erdk, s emiatt az S pontra
vonatkoztatott eredd forgatényomatékuk nem nulla.

Melyik az a @ pont a palca mentén, amelyre vonatkoztatva a centrifugilis er6k eredé forgatényomatéka nulla
lenne? Konnyen belathatjuk, hogy ez a pont a pélca alsé harmadolé pontja. Ha ugyanis egy derékszogi haromszog
alakd, homogén anyageloszlasa lemezt fliggblegesen tartunk gy, hogy az AB befogo vizszintes legyen (2. dbra), akkor
a lemezre hat6 nehézségi erd is egy linearisan névekvs erérendszer eredéje, hasonldéan az altalunk vizsgélt centrifugélis
er6k rendszeréhez. A homogén haromszoglemez tomegkdzéppontja viszont a haromszog geometriai értelemben vett
stlypontjaba esik, s ez | mint kozismert | harmadolja a stulyvonalakat, fliggsleges vetiilete pedig harmadolja az AB
szakaszt. Az 1. dbrdn lathatod palca egyensulyanak feltétele tehat:
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Térjiink most vissza az eredeti feladathoz! A fels6, OP palcara Iy centrifugalis er6 hat, tamadaspontja a palca
als6 harmadol6 pontja. Az alsé palca PQ szakaszara ugyancsak Fy er6 hat, a QR szakaszra pedig Fy, mindketts
a megfelel§ szakasz kiilsé (a forgastengelytsl tavolabb es6) harmadoloé pontjanal (3. dbra). A palcakra hat még a
nehézségi ers, amely az egyes palcdk tomegkdzéppontjaban vehetd fel, tovabba a P és O csukléopontoknal ismeretlen
irdnyu és ismeretlen nagysagua erck lépnek fel. Ez utobbiakkal nem kell torédniink, ha az als6 palcanak a P pontra
vonatkozd forgatonyomatéki egyenletét, az egész rendszernek pedig az O pont koriili forgasi egyensily feltételét irjuk
fel. Mivel
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a P pontra vonatkozo forgasi egyenstly feltétele:
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Hasonléan kapjuk a két palcabol allo teljes rendszer O pontra vonatkoztatott forgasi egyensulyi egyenletét:
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A (2) és (3) Osszefiiggéseket (4)-be helyettesitve és (1)-t is felhasznalva, algebrai atalakitasok utan
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adodik. Ebbol w?-t kifejezve és az (1)-(3) dsszefiiggeseket is felhasznalva (5)-be helyettesités utan a
(7) 712 — 10011y — 513 =0

egyenletet kapjuk, amely (I3-tel osztva) a palcak hosszanak keresett aranyéra egy masodfoki egyenlet. A szamunkra
érdekes pozitiv gyok

l, 5++60
(8) 1—2:7+7 ~ 1,82,
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s ebbdl (6) felhasznalasavalw =

(amennyiben /-t méterben mérjiik).
Bdardsz Mihdly (Fazekas M. F6v. Gyak. Gimu., III. o.t.) dolgozata alapjan

II. megoldas. Oldjuk meg a feladatot a motorhoz rogzitett inerciarendszerben! Ebben a koordinéta-rendszerben
nem kell szamolnunk tehetetlenségi erékkel, viszont a palcak (merev testek) mozgasegyenletei bonyolultabbak, mint
az egyensulyi egyenletek. Gyakorlas kedvéért oldjuk meg az I. megoldasban szerepld egyszeriibb feladatot (lasd az
1. dbrdt) inerciarendszerbdl is. Az my tomegt, {1 hosszt, w szogsebességgel forgo palca gyorsulasa vizszintes iranyd,
nagysaga

o=
2v2
A palca mozgasegyenletei, a Newton-egyenletek (a 4. dbra jeloléseit kovetve):
b
9 Fo+ K=m——w",
) ) 1575
(10) Fl—mlg:().

A pélcara hato kiils6 er6knek nem nulla a tomegkdzéppontra vonatkoztatott forgatonyomatéka, hanem (az 6ramutato
jarasaval megegyez6 koriiljarasi iranyt tekintve pozitivnak)
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nagysagu. Célszer( a forgatonyomatékot M vektornak tekinteni, melynek nagysaga M, iranya pedig (az erék tamadés-
pontjaba mutaté helyvektorok és az erSk vektoriélis szorzatanak megfelelgen) a papir sikjaba befelé mutat. A merev
testek forgémozgasanak alapegyenlete:

(11) M:(Fl_F2+K)
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ahol N a merev test perdiiletének (més néven impulzusnyomatékanak) vektora, s a fenti egyenlet jobb oldalan ezen
vektor valtozasi sebessége (egységnyi id6 alatti megvaltozasa) szerepel.

Hogyan lehet kiszamitani egy test perdiiletét? Tudjuk, hogy az egész test w szdgsebességgel forog egy fliggdleges
tengely koriil, tehat a tomegkozéppontja koriili forgasat is egy (fliggdlegesen felfelé mutatd) w vektorral jellemezhetd.
A merev testek perdiilete bizonyos esetekben (bizonyos irdnyt szogsebeségnél) olyan vektor, amely parhuzamos a
szogsebesség vektoraval, és a nagysaga az

(13) N=0uw

Osszefiiggésbdl szamithato ki. A © tehetetlenségi nyomaték a testre és a forgastengely iranyéra jellemz6 mennyiség.
Egy m tomegt, [ hosszi, r sugari homogén hengernél példaul ©; = mr?/2 a szimmetriatengelyre vonatkoztatva, az
erre merdleges tengelyre pedig (ha az dtmegy a tomegkdzépponton): ©9 = m(12 + 3r2)/12. Vékony, hosszti palcaknal,
amilyen a feladatunkban is szerepel, r < | miatt ©1 < Oy ~ mi?/12.



Jelen esetben a szogsebesség vektora se nem parhuzamos a pélca szimmetriatengelyével, se nem meréleges arra,
hanem mindkettvel 45°-0s szoget zar be. Milyen irdanyt és milyen nagysagu ilyenkor a perdiiletvektor? Bontsuk fel a
szOgsebességet a 5. dbrdn lathato modon két Gsszetevére. A pélcara merdleges komponens nagységa w/ V2, az ennek
megfelel§ perdiilet tehét
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A miésik szogsebesség-komponens elhanyagolhatéan kicsiny tehetetlenségi nyomatékkal szorzodik, tehat ahhoz nem
tarsithaté szamottevs nagysagu perdiilet. Az eredd impulzusnyomaték vektor tehat minden pillanatban meréleges a
palca szimmetriatengelyére, s emiatt a palcaval egylitt w szogsebességgel forog egy fiiggsleges tengely koriil. (Vegyiik
észre, hogy N irdnya most nem pdrhuzamos a szogsebesség vektor iranyaval!) Mivel a perdiilet vektora egy N/ V2
sugara vizszintes kor mentén w szogsebességgel forog, az egységnyi idére esé megvaltozasa

(14) N =0,
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irdnya pedig az abra sikjaba befele mutat. A pélca forgasanak egyenlete tehat (11) és (12) felhasznalasaval:
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A (9), (10) és (16) egyenletek méar egyértelmiien meghatarozzak a péalcara hato ercket, s ha példaul K-t kiszamitjuk,
éppen az I. megoldasban mas modszerrel megkapott formulahoz jutunk.

Megjegyezziik, hogy a fenti eljaras csak akkor alkalmazhatd, ha a szogsebességet a merev test ugynevezett {6
tehetetlenségi tengelyei szerint bontjuk osszetevékre. Ezeket a tengelyeket dltalaAban nem konny( elemi Gton megtalalni;
szerencsére fenndll az, hogy szimmetrikus témegeloszlasoknal a fétengelyek a test szimmetriatengelyeivel esnek egybe.
Vigyaznunk kell még arra is, hogy a forgasi egyenleteinket a tomegkozéppontra vonatkoztassuk. Altalanos tengelyre
vonatkozo forgasi egyenlet felirasa, ha nem kell§ koriiltekintéssel tessziik, konnyen hibas eredményre vezethet (mint
arrol részletesen irtunk 1993. évi 5. szamunkban | A Szerk.).

Ennyi el6tanulmany utan mar nem tal nehéz a két palcabodl allo rendszer mozgasegyenleteinek felirdsa sem. A 6.
dbrdn a testekre hato fliggsleges ercket a fiiggbleges iranyu gyorsulds hidnyanak megfelelGen vettiik fel. A vizszintes
erket az egyes palcdk tomegkdzépponti mozgasegyenletébdl szamithatjuk ki:

l 1
(17) F1 = My <ll - §2> 75&)2,
. l
1lletve(18) F2 — Fl =m 2—\1/5&)2.

Ha ezekbdl kifejezziik Fi-t és Fo-t, s ezeket a perdiiletvaltozas és a (tomegkozéppontokra vonatkoztatott) forgatonyo-
matékok kozotti kapcesolat egyenleteibe helyettesitjiik:
12 1 l2 w2
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(a forgatonyomatékok elGjelénél figyelembe vettiik, hogy a perdiilet vektoranak valtozéasa az abra sikjabol kifele mutat),
tovabba

(19) (mag + F1)

ll 1 12 w2
= —myl2.- =
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ahonnan algebrai atalakitasok utan megkapjuk az I. megoldasban adodott {1 /13 hosszarényt, illetve a motor fordulat-
szamat.

(20) (F1 + Fo —mig — 2mag)

Németh Tibor (Gy6r, Révai M. Gimn., IV. o.t.) dolgozata alapjan















