
Jelöljük a rúdra ható er®ket az 1. ábrának megfelel®en.

1. ábra

Az egyensúly feltétele, hogy ezen er®k ered®je, valamint forgatónyomatékaik összege zérus legyen. Az utóbbit a rúd

talppontjára felírva, ezekb®l a feltételekb®l a következ® egyenletrendszert kapjuk:

K1 −K2 cos α+ S2 sin α−G = 0,(1)

S1 + S2 cos α−K2 sin α = 0,(2)

G(l/2) cos α−K2h/ sin α = 0.(3)

Az S1 és S2 súrlódási er®kre nyilván teljesül, hogy

(4) |S1| ≤ µ1K1, |S2| ≤ µ2K2.

továbbá az elrendezésb®l következik az

(5) 1 ≥ sin α ≥ h/l

egyenl®tlenség. (sin α = 1 esetén a rúd labilis egyensúlyi helyzetben, függ®legesen áll.)

Az (1)�(3) egyensúlyi egyenletek sak a K2 kényszerer®t határozzák meg egyértelm¶en, S1, S2 és K1 nagysága

attól függ, hogyan helyeztük oda a rudat (be van-e �feszítve� vagy kisit �húzva�). Azokat az α szögeket, amelyeknél

egyensúly lehetséges, a következ®képpen kaphatjuk meg.

Fejezzük ki az (1)�(3) egyenletekb®l S1,-et, ill. S2-t K1 függvényeként:

S1 =
1

sin α

[

G

(

l

2h
sin α · cos α

)

− cos α+K1 cos α

]

,(6)
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1

sin α

[
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2h
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)

−K1

]

,(7)

Ha van olyan K1 > 0, hogy S1(K1) és S2(K1) kielégítik a (4) feltételeket, akkor az adott α szög mellett megvaló-

sítható az egyensúly. (3), (4), (6), és (7), alapján kapjuk, hogy

(8) K1(µ+ tgα) ≥ G

[
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(

l

2h

)

cos α

]

≥ K1(tgα− µ1)

és

G

[
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l

2h
sin α · cos α(µ2 sin α− cos α)

]

≥ K1 ≥

≥ G

[

1−
l

2h
sin α · cos α(µ2 sin α+ cos α)

]

(9)
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A (8) és (9) egyenl®tlenségek jelölik ki � a K1 > 0 és (5) feltétel �gyelembevételével a lehetséges α szögeket és K1

szóba jöhet® értékeit.

A (8), (9) egyenl®tlenségek algebrai megoldása meglehet®sen bonyolult. Adott l/2h, µ1 és µ2 értékek mellett

azonban gra�kus megoldásuk nem jelent nehézséget. A megoldás menete a következ®: egy rajzon ábrázoljuk a (8)

ill. (9) egyenl®tlenségeket kielégít® (K1, α) számpárokat K1 > 0 esetén. A kett® közös részének az a része, amelyben

α ≥ ar sin(h/l) tartalmazza azokat az α szögeket és a hozzájuk tartozó lehetséges K1 értékeket, amelyeknél egyensúly

lehet.

2. ábra

A 2. ábra a (8), (9) egyenl®tlenségek megoldását mutatja l/(2h) = 1, µ1 = 0,5, µ2 = 0,2 paraméterértékek esetén.

A jobbra d®l® vonalkázott tartomány mutatja a (8) egyenl®tlenségeket kielégít® (K1, α) párokat, határoló görbéi a

K1/G =
tgα−

[

l/(2h)
]

cos α

tgα− µ1

(10a)

K1/G =
tgα−

[

l/(2h)
]

cos α

tgα+ µ1

(10b)

egyenlet¶ görbék. A balra d®l® vonalkázású tartomány pontjai a (9) egyenl®tlenségeket elégítik ki, ezt a tartományt a

K1/G = 1 +
[

l/(2h)
]

sin α cos α(µ2 sin α− cos α),(11a)

K1/G = 1−
[

l/(2h)
]

sin α cos α(µ2 sin α+ cos α),(11b)

egyenlet¶ görbék határolják. A két tartomány közös része mindkét irányban vonalkázott. Azok a részek, amelyekben

α > ar sin(h/l), kétszeres s¶r¶séggel vonalkázottak. Az ábráról leolvasható, hogy esetünkben két olyan tartomány

van a (K1, α) síkon, amelynek pontjai kielégítik a (8), (9) valamint az (5) egyenl®tlenségeket. Ennek megfelel®en két

szögtartomány van, amelyben lehet egyensúly, a 30◦ és 46◦ közötti, illetve az 56◦ és 90◦ közötti szögek tartománya.
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