Irjuk fel az egyes testek mozgasegyenletét és a kényszerfeltételt.
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2kg
A fiiggsleges fonalon 16go testre
(1) K —mg =may,
a mozgd csigan levére pedig
(2) mg — 2K -sin o = mas.

(A gyorsulasokat — és késGbb a sebességeket is — akkor vettiikk pozitivnak, ha azok az 1. dbran bejelolt iranyokba

mutatnak.)
Nézziik meg a testek helyzetének a megvaltozasat egy kis At id6koz alatt! Mozduljon el az 1-es test Ahq-gyel felfelé,

ekozben siillyedjen a 2-es test Ahg-vel és az a szog novekedjen Aa-vall



1. dbra



2. dbra

A 2. 4brarol leolvashaté, hogy

(3) Ahq1/2 = Ahg - sin(a + Aa) — Ahg cosa - tg (Aa/2).
Mivel
(4) Ahl = U1 At

Ahg = ’UgAt,

ahol v; és vy a pillanatnyi sebességek,
(5) (1/2)v1 2 vgsin(a + Aa) — vy cos o - tg (Aa/2).

(4) és igy (5) is anndal pontosabb, minél kisebbre valasztjuk At-t. Ezért At-t egyre kisebbnek vélasztva az (5) kozelits
egyenldség végiil is a pillanatnyi sebességek kozott fennalld

(6) (1/2)v1 = vgsina

pontos egyenléségbe megy at.
Neézziik meg, milyen feltétel kovetkezik (6)-bol a gyorsulasokra! Az el6z6 gondolatmenetiinket alkalmazva most a
sebességek kis At’ id6 alatti megvaltozasat vizsgaljuk. At elteltével (6) szerint a sebességek az

(7) (1/2)(v1 + Avy) = (vg + Avg) sin(a + Aa)
egyenlséget elégitik ki. Vonjuk ki ebbdl (6)-ot:

(1/2)Avy = Avgsin(a + Ad’) + vp [ sin(a + Ad’) — sin o] =
(8) = Avgsin(a + Aa’) + v cos asin Aa’ + vo sina(cos Ao’ — 1).

Felhasznalva, hogy

Avy = a1 At

(9) Avg X ag At
1 in Ao/ 1— paYe
(10) §a1 = gy sin(a + Aad’) + vy cos aslnAitla — Uy sina%.

A 2. abrarol leolvashato, hogy At’ id6 alatt (Ao’ szogvaltozés esetén) a 2-es test

sin Ao/

_ n_ _
(11) Ahy = d[tg (o + Ad') — tga] dcos(a—i—Aa’)cosa

tavolsagot ereszkedik, amely most
(12) AhQ = ngt'—vel
helyettesithets. (11) és (12) Gsszevetésébdl

sinAa/ _w
A7 = Ez cos(a + Aa’) cos a

(13)



adodik. Ugyanakkor

2
!
vg cos(Aa’ + a) cos o . At’)

1—,411—
1 — cos Ao/ ( d

(14) At/ - At/ ’

amely az elég kicsiny x-ekre hasznalhato

(15) V1—a22 =1-(1/2)z?

kozelites segitségével (mindkét oldalt négyzetre emelve lathatjuk, hogy az eltérés (1/4)z*, ami annal kisebb, minél
kisebb az x és még a kicsiny (1/2)2?-nél is gyorsabban kizeledik 0-hoz, ha x kizeledik 0-hoz) az

1—cosAd/ _ 1 [(wvacos(a+ Ad)cosa\®
At
At 2

(16) =~ y

alakra hozhato. (16)-ot és (13)-at behelyettesitjiik (10)-be és felhasznaljuk, hogy a (9), (12) és (15) egyenletek annal
pontosabbak, minél kisebbre vélasztjuk a At'-t. Igy vegiil azt kapjuk, hogy a gyorsulasok kozott az

(17) (1/2)a; = agsina + (v3/d) cos® a

Osszefiiggésnek kell fennallnia. (Megjegyezziik, hogy (17) nem fiiggetlen (6)-t6l, hisz abbdl szarmaztattuk, és végil is
mindketts ugyanazt a tényt, a kotél nyujthatatlansagat fejezi ki.)

(17)-bél kiolvashato, hogy a; és az semmilyen 0° < o < 90° értékre nem lehet egyszerre nulla, hacsak nem ve = 0.
Vizsgaljuk tehat a sebességeket! Ehhez legcélszeribb az energiamegmaradés tételét hasznalni. Ha a rendszert o = 0-bol
kezdG@sebesség nélkiil inditjuk, a testek helyzeti energiija

1
1 AE), = ha — h1) = mgd [tga — 2 -1
(19) = maha =) =mgd |tga 2 (1))
értékkel csokken, a mozgési energia pedig
(19) ABumozg = (1/2)m (v} + v3)

értékkel ng, mialatt a kotél vizszintessel bezart szoge 0°-rol a-ra né. (18), (19), valamint (6) Gsszevetésébol

1—cosa
2dg |tgav —2 [ —
20) 2 _ CcoS &

2 14 (2sina)?

adodik. Ebbdl lathato, hogy a csak addig néhet, amig
(21) tga —2———— =0

nem lesz. A (21) megoldasaként adodo a-nal AE;, = 0, a rendszer Gsszes energiaja megint, ugyanugy, ahogy az indulas
pillanataban, helyzeti energia lesz, tehat a rendszer az o = 0 és a (21) megoldasaként adodo «, érték kozott rezeg.
(21) a

2tg(a/2) 1 - tg°(er/2)

t = - -
T T 2(a/2) Y T T eg(af2)

Osszefiiggések felhasznalasaval a

(22) tg (@/2) = 1/2
alakra hozhat6, ahonnan az

(23) a, = 53,13°

eredmény kaphato. 0° és 53,13° kozott ve # 0, tehat a két gyorsulas koziil egyszerre csak az egyik lehet nulla.
o = 0-ban v = 0 (igy inditjuk a rendszert) és igy a (17) Osszefiiggésb6l aq; = 0. (1) szerint ekkor K = myg, (tehat
nem végtelen nagy), igy (2)-b6l as = g adodik.



A visszafordulés pontjaban, a,,-nél megint vo = 0. (17), (1) és (2) egy haromismeretlenes egyenletrendszer, amelybdl
K-t kikiiszobolve

a; = —0,27¢g
(24) as = —0,17g

kaphato6. Tehat itt sem lesz mindkét gyorsulds nulla (ezt egyébként tudhattuk volna elére: ha a gyorsulasok is és a
sebességek is nullak, a rendszer nyugalomban maradna, az viszont o = 30°-nal lehet csak).

A valasz tehat az, hogy a feladatban leirt inditas esetén a rendszer rezgést végez, mikozben o 0° és 53,13° kozott
valtozik. A mozgés folyamén nem fordul els, hogy mindkét gyorsuléds egyszerre lenne nulla.

(1), (2), (6), (17) és (20) egyébként egy olyan egyenletrendszert alkot, melybdl a1, az, vi és vy az o fiiggvényében
konnyen kiszamithato.

(25) ay=—23 {(1 — 2sina)2sina +

1+4sin?a

4cos? afsina—2(1 — cosa)] .
1+ 4sin’a '

g . .
a9 = ————— < (1 —-2sine) — 2sin«
2 1—|—4sin2a{( )

4cos? afsina —2(1 — cosa)] .
1+ 4sin’a '

cos a1 + 4sin? a) 7

—9(1 —
vy = £+/2dg 2s1na\/sma ( COSQ)

cos a1 + 4sin? a)

(26) vy — i\/—\/sma 2(1 — cos ) ;

_SIQJQ

05

W 5 4. dbra

A sebességek elGjele pozitiv, ha o né, és negativ, ha o csokken. A kapott gorbéket mutatja a 3. és a 4. abra. Ezekrdl
leolvashato, hogy amikor

as =0, akkor a =18,6°, v; =0,41\/2gd,vs = 0,36+/29d, a; = 0,559,

és amikor

a1 =0, akkor a =36°, v =0,38v/29d, vy =20,334/2gd, s2 = —0,19¢.

Woynarovich Ferenc



