Készitstink feliilnézeti rajzot a kerékpar egy altalanos helyzetérsl (1. abra; a kerékpar sikjanak a fliggtlegestsl
valo eltérését, valamint azokat a hatasokat, amelyek a stulypont és az aldtamasztasi pontok magassagkiilonbségébdl
adodnak, most és a tovabbiakban mindig elhanyagoljuk). Egyenes vonali mozgas esetén az elsG kerék vetiilete és a
kerékpér hossztengelye kozotti o szog nulla, és a tomegkdzéppont v sebessége is a hossztengely irdnyaba mutat (¢ = 0).
Az a # 0 a normalis kormanyzasnak felel meg, a = 0, ¢ # 0 pedig akkor lehetséges, ha a hatso kerék csuszik.

1. dbra

A feladat modell jarmive olyan esetet jelképez, amely egyenesen tartott korméanynak felel meg. A fékezés kezdetekor
a kocsi egyenes vonalon mozgott, tehat a = ¢ = 0 a fékezés megkezdését kovets pillanatban is.

A kocsira hato erdk felrajzolasahoz a kovetkezdket kell tudni:

1. Gordiils és szabadon forgo kerék esetén a kerék és a talaj kozotti sarlodasi erd jo kozelitéssel merdleges a kerék
sikjara. (A kozelites feltétele: ©F /r? < m, ahol ©F a kerék tehetetlenségi nyomatéka, r a kerék sugara, m pedig az
egész jarmd tomege. A bizonyitasnal azt kell felhasznélni, hogy a surlodasi eré parhuzamos komponense a kerék nagy
szOggyorsulasat okozné, ami nincs 6sszhangban a gordiilés feltételével.)

2. Teljesen befékezett kerekekre cstuszé surloédasi eré hat, ami ellentétes irdnyu a relativ elmozdulassal. Az erd
nagysaga

L

1 S = uN =
(1) % "y

Iy mg,

ahol p a surlodasi egyiitthatd, l1, lo az els6 és a hatsd kerék sulyponttol mért tavolsdga, N a talaj nyomoereje, mg
pedig a jarmd salya (2. abra).
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2. abra

Az elmondottakbdl egyszertien kovetkezik, hogy a kerékpar a fékezés megkezdése utan egyenes vonalt palyan egyen-
letesen lassulni fog, mert 1. alapjan az els kerékre nem hat surlodasi er (ha a kerék sikjara meréleges surlodasi erd
nullatol kiilonbozne, akkor meghontana a szimmetriat), 2. alapjan pedig a hatso kerékre a tomegkodzéppont sebességével
ellentétes irdnyu erd hat (2. dbra). A tomegkdzéppontra vonatkozo forgatonyomaték is nulla.

Lehetséges azonban, hogy a valésagban mégsem ez torténik. Ennek oka, hogy a jarmivet mindig érik oldaliranyt
erGhatasok, amelyek az egyenes palyatol egy kicsit eltéritik, és el6fordulhat, hogy egy ilyen oldallokés utan nem az
eredeti egyenes vonali mozgas all vissza, hanem egy bonyolult, cstiszd, forgd mozgas.



3. dbra

A probléma részletes vizsgalatdhoz valasszunk egy olyan koordinatarendszert, amelynek y-tengelye a jarmi eredeti
mozgasanak irdnyaba mutat (3. dbra). Tételezziik fel, hogy a 16kés a jarmu sebességét alig valtoztatta meg, ezért a
tomegkdzéppont sebességének komponenseire igaz a

(2) Uy = Vo,
(3) Ve K Vg

feltétel, ahol vy a jarmid sebessége a 10kés el6tt. A jarmd mozgasiban keletkezett zavar egyértelmien jellemezhets a
kocsi hossztengelyének és a koordinatarendszer y-tengelyének szogével (ez a szog a (3) feltétel miatt megegyezik az 1.
abran definialt ¢ szoggel), tovabba a jarmu figgdleges tengely korili forgasanak w szogsebességével.

A feladat a (3) kozelités nélkiil és tetszéleges w, ¢ mellett is megoldhato, de matematikailag nagyon bonyolult és
nehezen attekinthetd. A mozgas jellemzésére szerencsére elég azt vizsgalni, amikor a

(4) pLTm

feltétel is teljesiil.

A 3. abrén felrajzoltuk a kocsira hato ercket is. Az 1. miatt az F' surlodasi er6 meréleges az elsé kerék sikjara. A
hatso kerekeknél felleps surlodasi eré nagysagat az (1) egyenlet adja meg, és irdnyarol egyel6re semmit sem tudunk.
Feltételezziik, hogy a surlodasi erGvektor vetiiletei a —z, —y koordinata irdnyokba mutatnak, de a késébbiekben ezt
ellendrizni kell.

A mozgasegyenletek:

(5) ma, = —S, — F - sin,
(6) ma; = F - cosp — Sy,
(7 O = Fly — (Sy -singp — Sy - cos p)la.

Itt © a tomegkozépponton dtmend fiiggsleges tengelyre vonatkozo tehetetlenségi nyomaték, 3 a szoggyorsulas, a,, a,,
a tomegkozéppont gyorsuldsanak vetiiletei, S, S, pedig az S surlédasi erd vetiiletei.

E harom egyenlet felirasaval még nem vettiik figyelembe, hogy az elsé kerék gordiilése miatt a szoggyorsulés és a
tomegkdzéppont gyorsuldsa nem fiiggetlen. Meg kell még hatarozni az S surlédési er6 iranyat is.

Az els6 és hatso kerék elmozdulasat leirhatjuk a tomegkodzéppont elmozdulasa és a tomegkozéppont koriili elfordulas
Osszegeként.

A tomegkozéppont elmozdulasdnak a kocsi hossztengelyére meréleges vetiilete

(8) An = —Ay-sinp + Az - cos p,

ahol Az és Ay a tomegkozéppont koordinatainak megvéltozasa. A parhuzamos vetiilet:
(9) Ap = Ay -cosp + Ax - sin .

Az els6 kerék hossztengelyre merGleges elmozdulésa

(10) An; =Ap-l1+An=Ap-l; — Ay -siny + Ax - cos ¢,

ahol Ay a szogelfordulas. Ez az elmozdulas azonban nem lehet nullatél kiilonboz6, mert a kerék gordiil. Atrendezve,
Any = 0 behelyettesitésével és az elmozdulasokhoz sziikséges idGvel osztva végiil kapjuk:

(11) wly = vy - sing — vy - cos p.

Ezt a kényszerfeltételt kés6bb még tobbszor is alkalmazzuk.
A hatso kerék elmozdulasanak merdleges és parhuzamos vetiilete:

(12) Ang = —Ap Iy — Ay -sinp + Ax - cos ¢,
(13) Aps = Ay - cosp + Az - sin .



E két elmozdulas komponens a sirldédasi erd irdnyaroél informél, mert megadja a talaj és kerék kozotti relativ elmozdulés
irdnyéat.

Az (5), (6), (7) mozgasegyenletek, a (11) kényszerfeltétel és a (12), (13) egyenletek a jarmii mozgasat mar teljesen
meghatarozzak. A tovabbi szamitasokhoz hasznaljuk fel a (2), (3) és (4) feltételeket!

A (11) egyenlet kozelits alakja

(14) wly = vy - @ — vg.
Kis At id6 elteltével w, vy, vy és ¢ értéke megvéltozik. Az 1G] egyenlség
(15) (w+ Aw)ly = (vy + Avy) (@ + Ap) — (vy + Avy).

A két egyenlet kiilonbségét képezve, At-vel osztva, majd At-vel 0-hoz tartva megkapjuk a gyorsulasokra vonatkozd
kényszerfeltételt:

(16) Bli=ay-@+vy w—a,.

A (2) és (3) feltétel miatt a (14) egyenlGség behelyettesitése utan végiil nyerjiik:
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(17) Bl = ayp + vow — az = ayp + l—oga—am.
1

A (12) és (13) egyenlet a hatso kerék elmozduldsat nem az x—y koordinata-rendszerben adja meg, hanem az ezzel
majdnem egybeess ,merdleges”, ,parhuzamos” koordinata-rendszerben. Kis ¢ esetén a hatsé kerék elmozdulasa

(18) Azo = Ang + © - Apz,
(19) Ays = Apy

alakban szamithaté. A Az = v, - At, Ay = v, - At, Ap = w - At behelyettesitések utan a (14) egyenlet és a (2), (3)
kozelitések felhasznalasaval végiil kapjuk:

(20) Azy = —vocpi—2At,
1
(21) Ayg =g - At.

Lathato, hogy Azs a ¢ kitéréssel aranyos kis mennyiség, Axs < Ays. A surlodasi eré komponenseire az

(22) g, —5__Br2 AT g b
VAZE + Ay3 Ays Iy
A
(23) S, =S 42

s R
VAZ3 + Ays
kozelits formula érvényes. (S, negativ elGjele mutatja, hogy ez a vetiilet — korabbi feltevésiinkkel szemben — a pozitiv
z-tengely irdnyaba mutat.)
A mozgasegyenletek kozelits alakja

(24) may = =S, — F- ¢,
(25) ma; = F — S,
(26) @B = Fll - (Su(p — Sm)lg

Megoldandoé egyenletrendszeriink ¢ rogzitett értéke mellett az Sy, Sy, F', az, ay 5 ismeretleneket tartalmazza, és a (17),
(22), (23), (24), (25) és (26) egyenletekbdl all. A strlodasi er6 nagysagat az (1) egyenlet adja meg. Végeredményben
a szamunkra érdekes mennyiség a szoggyorsulas:

(lh + 1)
Iy
O + mii

2
mug — S

(27) B= L p.
Ebbél az eredménybél levonhato elss és legfontosabb kovetkeztetésiink: a szoggyorsulés eljele a kocsi jellemz6itél
és sebességétdl, valamint a sirlodasi eré nagysagatol fiiggGen megegyezik vagy ellentétes a szogeltérés elGjelével. Ha a
vy sebesség a
S (li+1n)°
(28) Ukritikus = |/ — (UL
m ll



sebességértéknél nagyobb, akkor az elGjel pozitiv, és a mozgas a  szog ndvekedését eredményezi; a kocsi tovabb farol és
csuszik. Ha a sebesség ennél kisebb, akkor a szoggyorsulas irdnya a kitéréssel ellentétes, és visszadll az eredeti egyenes
vonalu lassulas. (A szoggyorsulas és szogkitérés kozotti Osszefligges emlékeztet a fizikai inga mozgasegyenletére, ezért
@ = 0 koriili rezgéseket varnank. A (27) képlet azonban még kis ¢ esetén is csak v, = 0 esetén egzakt. A részletes
vizsgalat megmutatja, hogy az oldaliranyu sebességbdl adodo tagok a rezgés csillapodasat eredményezik.)

Felmeriil a kérdés, mi okozza a jarmi oldalra fordulasi hajlamat nagy sebességek esetén? A 3. abrabol lathato,
hogy a pozitiv széggyorsulast az F' er6 hozza létre, ha tehat a kormany mozgatasaval (« < 0 az 1. dbran) az F erst
valtoztatjuk, akkor a jarmdvet stabilizdlhatjuk.

A mozgés természetes stabilizalo ereje a hatso keréknél felleps surlodas. Ha a sturlodasi er az (1) Osszefiiggés
szerint fiigg [1-t61 és Iy t61, akkor a kritikus sebesség

(29) Vkrit = V g (11 +12).

A valbsagban a gumifeliilet és az aszfalt kozotti csiszo surlodas nem ardnyos a nyomoerdvel, és a sebességtol is
fiigg. Nagyobb nyomobers esetén a szamitott p/N-nél kisebb sturlodast kapunk, ezért kedvezébb, ha a jarmd stulypontja
az els6 kerékhez kozelebb van (kis I a (28) kifejezésben).



