I. megoldas. Az egyszertség kedvéért tegyiik fol, hogy egy molnyi idedlis gazt vizsgalunk, s legyen az allando
térfogat mellett mért molhé cy .
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1. dbra

A folyamatot a p—V sikon az 1. abran lathaté grafikon szemlélteti. Ennek megfelelGen az allapotvaltozas egyenlete

(1) p(V)=pr+a(V-V1), VISV
ahol
P2 —p1
2 == .
(2) a VQ—V1<O

Az egyenes minden pontjan atmegy egy adiabata, vagyis egy olyan gorbe, amely hdéfelvétel nélkiili folyamatot ir le.
Amennyiben az adiabata meredekebben cstkken, mint az egyenes, az egyenessel jellemzett valtozas a szoban forgé pont
kornyezetében hdfelvétellel jar, hiszen adott térfogat-ndvekedés mellett tobb munkavégzés torténik, mint amennyit a
bels6 energia valtozéasa fedezhetne. (Ez utobbi eset jelenti az adiabatikus valtozast.) Héleadds pedig abban a tarto-
ményban torténik, amelynek pontjaiban az egyenes meredeksége nagyobb a megfelel§ adiabatékénal.
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2. dabra

E két tartoméanyt olyan pont valasztja el, ahol a két meredekség egyenls. Hatarozzuk meg most ezen pont Vj
koordinatajat! Idealis gaz adiabatajanak egyenlete (1. Budo: Kisérleti fizika I.):
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P:W

alakd, ahol ¢ &lland6, x = ¢, /cy pedig a két fajhé hanyadosa. A
cp—cv =R

Osszefiiggés felhasznéalasaval

c R
(3) X=—"+=—+1
v ¢y
Az adiabata meredeksége
c p
—X Vx+1 - _XVa

az egyenesé pedig a. A Vy pontban e két adat egyenls, tehét
p(Vo) _
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(1) behelyettesitése és rendezés utan adodik, hogy

X p1
V::———(V-——).
0 14+ x T

(2) és (3) folhasznélasaval csupa ismert adattal fejezziik ki Vp-at:

(cv/R)+1 pVi—piVa

) Vo= (2ecv/R)+1  p2—pm

Ezek utan mar valaszt tudunk adni a feladat els kérdésére.
Amennyiben az adatok olyanok, hogy

(5) Vi< Vo < Va,
akkor a (V1, Vp) intervallumban héfelvétel, a (Vp, Vz2)-ben héleadas torténik. Ha
(6) Vo < Wi,

akkor az egész folyamatban héleadas, a

(7) Vo > V2

esetben pedig héfelvétel torténik.
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3. dbra

A kovetkezs 1épés a fajhd meghatarozasa. Az 1329. feladatban [KML 52 (1976) 230. old.] ugyanezen folyamat
fajhgjet kiszamoltuk (csak ott a pozitiv volt), ezért itt most egyszerten idézziik az ottani eredményt (javasoljuk az
olvasoknak, hogy tanulmanyozzak at a részletes levezetést). A molhé a folyamat soran pontrol pontra valtozik; s amikor
a rendszer térfogata V', akkor

(8) c(V)=cyv + Rm.

A (8) Osszefliggeést a 3. abra szemlélteti, 1. a megjegyzést.

II. megoldas. Azt, hogy a folyamat melyik részén torténik héfelvétel, tgy is meghatarozhatjuk, hogy megvizsgal-
juk, mennyi hét vesz fel a rendszer a V' térfogat eléréséig. Ha ismerjiik az ezt leiro Q(V) fiiggvényt, akkor mar meg
tudjuk adni a kivant vélaszt. Tekintsiink ugyanis egy V értéket! Ha ennél AV-vel nagyobb térfogathoz nagyobb hé
tartozik, mint a kiindulasi, vagyis ha

QV+AV)-Q((V) >0,

akkor a AV szakaszon héfelvétel tortént. A pozitiv AV -vel osztva

QV+AV)-QWV)
AV

> 0.

Ha a térfogatvaltozassal nullahoz tartunk, akkor a Q(V) fiiggvény differencialhanyadosat nyerjiik. Abban a tarto-
manyban tehat, ahol a Q(V) fliggvény differencidlhanyadosa pozitiv, héfelvétel jatszodik le. Hasonldan kapjuk, hogy a
negativ differencidlhanyadoshoz héleadas tartozik. Az elting differencidlhanyados a két tartomanyt elvalasztd pontot,
tehat Vp értékét adja meg.



Irjuk fel a Q(V) fiiggveényt! A V térfogat eléréséig végzett munka nagysaga a fiiggvénygorbe alatti teriilettel egyenld.
Az abra alapjan
_pitp

W =
2

(V—=W)
(a trapéz teriilete). A bels6 energia megvaltozésa
AU = Cv(T — Tl),

\% \%
ahol Ty = nn , T = %, a kezd6 és a kozbenss allapot hGmeérséklete. Az 1. f6tétel alapjan

c +
Q=AU -W = LV —piVi) + -

(V - Vl)a
(1) -et behelyettesitve:
QV)=p(V-V)+ g(v2 —2VVy + V32) + % [(pr — aV1)V +aV? — p1Vi].

Ennek derivaltja:

in Cv o Ccy cy
T = p1a(V = Vi) + S (py —aVi + 2aV) = _(1+§) (p1—aV1)—|—(2§—|—1)aV.

Ez annal a Vj értéknél valik nullava, amelyre

_ (ev/R)+1 P
) Vo = (2cVV/R)+1 (Vl __1)’

ami megegyezik (4)-gyel. A derivalt elGjelének vizsgalataval ugyanarra az eredményre jutunk, mint az el6z6 megoldés-
ban.

Bene Gyula (Miskolc, Féldes F. Gimn., III. o. t.)
dolgozata alapjan

III. megoldas. A héfelvételi és héleadési tartoméanyokat elvilasztoé pont az alapjan is meghatarozhato, hogy ott
a molhd elGjelet valt ugy, hogy folytonosan megy at pozitivbol negativ értékbe, vagy forditva. (Az 1. megjegyzésben
latni fogjuk, hogy eléfordulhat nem folytonos elGjelvaltozas is.) A (8)-ban felirt ¢(V') fliggvény zérushelyére a kovetkezs
feltételt kapjuk:
cev[p1+ a2V — V1)] = —R[p1 + a(Vo — V)]

Innen

_cv/R)+1 P
o=l (M=)

Megjegyzések. 1. Bene Gyula észrevette, hogy a molhs (8) kifejezése a

Ve=(1/2)[Vi = (p1/a)]

pontban végtelenné valik. Vizsgaljuk meg ezt a kérdést részletesebben! A p — V' sik minden egyes pontjan atmegy
egy izoterma is (2. dbra). Amig az izomtermak meredekebbek, mint az egyenes, addig balrél jobbra haladva (névekvd
térfogattal) a rendszer hémérséklete is nd, utana csokken. A két tartomanyt az a V' pont vélasztja el, melyben az
izoterma éppen érinti az egyenest. Hatarozzuk meg ezt a V' mennyiséget! Ehhez el6szor kiszamoljuk, hogy adott
hémeérsékletet mely pontban (pontokban) vesz 6l a folyamat soran az idealis gaz. A

p=RT/V

allapotegyenletet (1)-be helyettesitve V-re masodfokua egyenletet kapunk, amelynek megoldésa

2
V. (1= Vi—(p1/a) + \/[‘/12— (m/a)]” + 4RT/a'

Esetiinkben a < 0, igy ha van valés megoldas, akkor mindkét megoldas pozitiv, csak nem biztos, hogy a (Vi, Va)
intervallumon beliil. Ha V_ és V. is a vizsgalt intervallumon beliil van, akkor V_ jelenti a kisebb, V. pedig a nagyobb
térfogatértéket (2. dbra). [A molhd (8) kifejezésének preciz levezetését a fenti Ssszefiiggés segitségével kell végezni. |
Az érintési pontban a diszkriminans eltiinik, tehat

V'=(1/2)[Vi = (p1/a)] = Ve.



A V. pont kézvetlen kornyezetében a rendszer hdmérséklete nem valtozik, hékozlés azonban torténik, hiszen mun-
kavégzés van, s ez mind h6vé alakul, igy érthets, hogy ez formalisan végtelen nagy fajhé megjelenésében mutatkozik
meg. Az is vilagos, hogy a fajhd elGjele itt megvéltozik: V., és Vi Osszehasonlitasdbol kozvetleniil latszik, hogy V.
mindig kisebb, mint V. Az el6z6ekben megmutattuk, hogy Vp-ig héfelvétel torténik. A térfogatot novelve elGszor a
hémeérséklet is ng, igy a fajhé pozitiv lesz. V. értékét atlépve azonban a hé tovabbra is pozitiv, de a hémérséklet-
kiilonbség negativva valik, igy a fajhé is negativ lesz. ElGszor nagyon nagy érték, s fokozatosan csokken. Vy utan mar
a felvett ho is elGjelet valt, igy ismét pozitiv fajhét kapunk. Arra az esetre, amikor a Vy és V. értekek a (Vi, Va)
intervallumba esnek, a 3. dbra mutatja a molhg fiiggését a V' allapotjelz6tél. A molhs tehat elGjelet valt a V., pontban
is, de itt végtelen nagy ugrésa is van, hiszen a h6mérséklet-valtozas V. koriil nulla. Az ilyen tipusu elGjelvaltas azonban
nem jelenti azt, hogy a héfelvétel is elGjelet valt, ellenkezdleg, amiatt 1ép fol, hogy a héfelvétel elGjele valtozatlan, de
a hémeérséklet-kiilonbség elgjele megeserélgdik.

Aunnak ellenére, hogy a molhé V.-ben végtelen, a héfelvétel mégis véges, amit jol mutat az, hogy a Q(V) fiiggvény
nem valik végtelenné ezen a helyen.

2. Sok megoldé a V. pontot tekintette a héfelvétel elGjelvaltasat leiré adatnak. Ez valésziniileg abbol adédik, hogy
nem kiilonboztetik meg élesen a hé és hémérséklet fogalmat. A V. pont koriil — mint lattuk — hémérséklet-kiilonbség
nem lép fel, de hdatadas igenis van. E két mennyiség tehat csak specidlis esetekben ardnyos egyméssal, pl. folyadék
melegitésekor, de sok mas esetben fiiggetlenek. (A magyar nyelvben egyébként az ilyen tipusu szoparok két tagjanak
eltérd értelme van. A hd és homérséklet kozott legalabb akkora a killonbség, mint a vér és vérmérséklet szavak jelentése
kézott.)

3. A megoldok nagy része ugy akarta kiszdmolni a folyamat soran kozolt hét, hogy egy izochor és egy izobar
folyamat Gsszegét vizsgalta. Sokszor leirtuk mar, de alljon itt még egyszer: a hd és a munkavégzés nem dllapotjelzdk
(ismeét egy kiilonbség a hé és hémerséklet kozott!), ezért nem csak a kezdd és végallapottol fliggnek.

Tél Tamas



