
I. megoldás. Jelöljük a golyók távolságát valamely t id®pillanatban x-szel ! Az energiamegmaradás szerint:

2 · (1/2)mv2 + kq2/x = kq2/x0,

ahol x0 a golyók távolsága akkor, amikor azok állnak. (q a golyók töltése,m a tömege.) A golyók sebességének nagysága

v = (l/2)dx/dt.

Ezt behelyettesítve és dx/dt-t kifejezve

dx

dt
=

√

4kq2

m

x− x0

xx0

adódik. A keresett x távolság � mint a t id® függvénye � minden t id®pillanatban kielégíti a fenti összefüggést. (Azt

mondjuk, hogy az x(t) függvény egy ún. di�eren
iálegyenletet elégít ki.) Ezenkívül tudjuk, hogy x(0) = x0. Be lehet

bizonyítani, hogy ilyen függvény pontosan egy létezik, továbbá heurisztikusan a következ®képpen nyerhet®.

Az egyenletb®l ki
siny ∆t esetén kapjuk:

∆t = ∆x

√

mx0

4kq2
·

x

x− x0

.

Osszuk fel az (x0, 2x0), valamint az ennek megfelel® id®intervallumot ki
siny részekre. A j-edik részekre a következ®

érvényes:

∆tj = ∆xj

√

mx0

4kq2
·

xj

xj − x0

.

Ezeket összegezve

tx0
=

n
∑

j−1

∆tj =
n
∑

j−1

∆xj

√

mx0

4kq2
·

xj

xj − x0

.

A jobb oldal az

2x0
∫

x0

√

mx0

4kq2
·

x

x− x0

dx

integrál egy közelít® összege, ezért a felosztás �nomításával a következ®t kapjuk:

tx0
=

2x0
∫

x0

√

mx0

4kq2
·

x

x− x0

dx.

Vezessük be az x helyett az x/xo = z változót:

tx0
=

√

mx3

0

4kq2
·

2
∫

1

√

z

z − 1
dz.

Az els® esetben x0 = l, tehát

ti =

√

ml3

4kq2

2
∫

1

√

z

z − 1
dz.

A második esetben x0 = 3l, így

t3l =

(

m33l3

4kq2

)1/2 2
∫

1

√

z

z − 1
dz = 3 ·

√

3tl.
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II. megoldás. A feladatban vegyük adottnak a golyók töltését (q), tömegét (m) és a kezdeti távolságukat (x0),

és keressük azt a tx0
, id®t, amely alatt a kezdeti távolság megduplázódik ! Vizsgáljuk meg, hogy milyen alakban

függhet tx0
, a megadott g, m és x0 mennyiségekt®l, valamint a Coulomb-törvényben szerepl® k állandótól. A megadott

mennyiségek között nin
s id® dimenziójú mennyiség, tehát a tx0
, kifejezése 
sak

tx0
= qα1

· kβ1
· xγ1

0
·mδ1

· f(qα2
· kβ2

· xγ2

0
·mδ2)

alakú lehet, ahol α1, β1, γ1, δ1 és α2, β2, γ2, δ2 olyanok, hogy qα1
· kβ1

· xγ1

0
· mδ1

id® dimenziójú, a qα2
· kβ2

· xγ2

0
·

mδ2
kombiná
ió pedig dimenziótlan. Megvizsgálva a megadott mennyiségek dimenzióját (pl. MKS rendszerben [q] =

1



C, [k] =
kg ·m

3

C

2
· se
2

; [x0] = m; [m] = kg), azt találjuk, hogy feltételeinket 
sak az α1 = −1, β1 = −1/2, γ1 = 3/2, δ1 =

1/2 és α2 = 0, β2 = 0, γ2 = 0, δ2 = 0 elégíti ki. Ennek alapján

tx0
=

(

mx3

0

kq2

)1/2

· f,

ahol az f dimenziótlan számot a probléma meghatározza, de nem függ az adott mennyiségekt®l. Ha x0 = l,

t = ti =

(

ml3

k · q2

)1/2

f,

ha pedig x0 = 3l,

t3l =

(

m27l3

k · q2

)1/2

f = 3
√

3 · tl

Tóth András (Pé
s, Nagy Lajos Gimn., III. o. t.) dolgozata alapján

Megjegyzés: A II. megoldásban a dimenziókat MKS rendszerben írtuk fel. Be lehet látni, hogy a dimenzióanalízis

eredménye nem függ a választott egységrendszert®l, a dimenzióanalízis a természeti törvények mértékegységrendszert®l

való függetlenségén alapszik.

A II. Megoldás f állandója az I. megoldásból megkapható:

f =
1

2
·

2
∫

1

√

z

z − 1
dz.
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