I. megoldas. Vizsgéljuk egy ellipszispalyan haladé témegpont mozgésat. A ra hato er$ a palya minden pontjaban
felbonthaté érintGleges és erre meréleges Osszetevére. Ha a vizsgélt pontban a gorbiileti sugar o, a keriileti sebesség
pedig v, az erd palyara merGleges Gsszetevije

(1) F, =mv?/p.

Tekintsiink egy olyan ,,bolygémozgast”’, ahol az F; fokuszpontba helyezett M tomegid nap gravitacios terében a m
tomegt bolygo a megfelels ellipszispalyat irja le.
A m tomegd test teljes energidja egy P pontban:

(2) E = (1/2)mv® — ymM/ri = —ymM/a,
ahol r; = F1 P, a a fél nagytengely. Innen

(3) mo? = ymM[(2/r) — (1/a)].

A gravitacios erének a pillanatnyi sebességre mergleges OsszetevGje:

4) F| = (ymM/r?) cos a,

ahol a az 1 vezérsugar és az érinté altal bezart szog potszoge (1. abra).

1. dbra

Az (1) — (4) egyenletekbdl
0= va/FL = (T%/COSO&) [(2/7"1) - (l/a)],

illetve felhasznalva a mésik vezérsugarra vonatkozo ro = 2a — 1 Osszefiiggést:
(5) o=r1r2/(a cosa).
cos o meghatarozasat tekinthetjiik geometriai feladatnak, de tovdbbhaladhatunk ,tisztan” fizikai aton is — a Kepler-
torvények segitségével.

Kepler II. torvénye értelmében a teriileti sebesség allandé:
(6) (1/2)r1v cosa = all. = c.
A T keringési id6 alatt a radiuszvektor az egész ellipszis teriiletét végigpasztazza, azaz

(7) cT = abm.

Kepler III. torvénye szerint a keringési id6 csak a fél nagytengelytdl fiigg, tehat egy a sugart korpalyan mozgo test
keringési ideje is T'. Korpalyara:
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(8) ymM /a?® = m(%) /a.
(6), (7) és (8)-bol T kikiiszobolésével a

(9) YM/r? = (av?/b?) cos® a
egyenlethez jutunk, azaz

F| = (ymM/r?) cos a = mv?(a/b?) cos® a,

(10) 0=mv?/F =b*/(acos® ).



A Kepler-torvények segitségével — mas uton — ismét meghatéroztuk a gorbiileti sugarat.
Az (5) és (10) eredmények ismeretében cos« geometrial meghatarozasara mar nincs sziikség. A kétismeretlenes
egyenletrendszert g-ra megoldva végeredményiil a

(11) 0=

gorbiileti sugarat kapjuk.

2. dabra

A 2. abran lathato koordinata-rendszert hasznalva kapjuk:

ri=(c—a)+y,  rB=(c+a)+y7

igy az a® — b? + ¢* azonossag alapjan

22 g2 3/2
(12) 0= a’V? (J + b—4> .
A kérdezett pontokban o rendre 3,6 cm, 16,6 cm, illetve 9,5 cm.

II. megoldas. Vizsgaljuk egy D direkcios erejd rugd végére kotott m tomegi test sikmozgasat.
A Newton egyenletet derékszogi koordinata-rendszerben felirva (a mennyiségek folé irt két pont az id6 szerinti
masodik differencialhanyadost jelenti):

F, = —Dx =mZ,
(1) F,=—Dy=mj.

Ezeknek az egyenleteknek van olyan
T = asinwt,
(2) y=bcoswt, (w=+/D/m)
megoldasa, amely a kivant ellipszispalyat irja le:
2?/a? + y*/b? = sin® wt + cos? wt = 1.

Tehat megfelels kezdGpontot és kezdeti sebességet valasztva az m tomegi test a megadott ellipszispalyan fog mozogni.
A sebességkomponensek:

Uy = AW COS Wi,

(3) vy = —bw sin wt.
Az (x,y) pontban az érinté iranytangense:

m = v, /v, = —(b/a) (sin wt/ cos wt) = —(b*/a?) (x/y),
az erre merdleges egyenes iranytangense a 2. abra alapjan:

(4) m' = —(1/m) = (a*/b) (y/) = tg .



A rugbers palyara merdleges komponense a 2. abra alapjan

(5) F| = Fcos(a— ) = Dyx? +y?cos (o — ),
ahol
(6) tga =y/x.

A szogfiiggvényekre vonatkozd azonossagok felhasznalasaval

cos (a — f) = [(xQ + yz) (3:2/a4 + yz/b4)]71/2,

azZaz
D
(7) Fi = ——.
T Y
a7y

A gorbiileti sugar meghatarozasahoz még sziikség van a sebesség négyzetére. (3)-bol
(8) v? = w?(a® cos® wt + b7 sin® wt) = w?a®b?[(z?/a®) + (y*/bh)].

A gorbiileti sugar tehat az ellipszis (z,y) pontjaban:
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