I. megoldas. a) Egy r sugart szappanbuborék felszine (a hartya mindkét oldalat figyelembe kell venniink) 2-472r.
Az o feliileti fesziiltség a feliiletegységre juto energiat adja meg, ezért a teljes feliileti energia E(r) = 8r*ma. Noveljiik
meg gondolatban a gomb sugarat egy kicsiny Ar értékkel. Ekkor a feliileti energia megvaltozasa (a (Ar)*-et tartalmazo
tagot elhanyagolva), kozelitsleg
E(r+ Ar) — E(r) = 16rma - Ar.

Ha a buborék belsejében a kiilsé py légnyomashoz képest p tulnyoméas van, akkor a Ar sugarndvekedéskor végzett
tagulasi munka
p- 4r?m - Ar.

A buborék teljes energidjanak megvaltozasa
(16rma — 4r’mp) Ar.

Amennyiben a zaréjelben 4llo kifejezés nem volna nullaval egyenld, akkor az elGjelétdl fiiggSen pozitiv vagy negativ

a zardjelben allo kifejezés 0 legyen, azaz
(1) p=4da/r.

A fenti szamitasban kihasznaltuk, hogy kicsiny térfogatvaltozas esetén a belsé nyomas megvaltozasatol eltekinthetiink,
b) A buborékra vitt elektromos toltések taszitjik egymaést, ezért a gdmb sugara megnd. Jeloljik a py belsé nyo-
maéshoz tartozo buboréksugarat R-rel. Amennyiben a tagulas alland6 h6mérsékleten torténik, alkalmazhatjuk a Boyle—

Mariotte torvényt:
4r37 AR3m

(Po+p)—3= =po—5—
ahonnan (1) felhasznalasaval
4
(2) R=r{1+—.
TPo

Hatarozzuk meg, mekkora t6ltés tud egy R sugari buborékon egyensilyt tartani a feliileti fesziiltség Osszehtizo erejével.

Ha a gombon Q) toltés van, ez U = potencialt jelent, vagyis a gémb kapacitasa

47T60R
C =Q/U =4meyR.

Egy C kapacitasa testen @ toltésnek

W =(1/2)QU

energidja van. (Az 1/2-es szorzotényezs onnan adodik, hogy a test feltoltése soran a fesziiltség fokozatosan, a toltéssel
aranyosan novekszik nullarél U-ra, atlagosan U/2-nek vehets.) Ezt az energiat a toltéssel és a gémb sugaraval is
kifejezhetjiik:

Q2

 8megR’
A sugar kicsiny A R-rel torténd megvaltozasakor az elektromos energia

Q2 1 1 Q2
W 87T80 R + AR R 87T80R2 R

értékkel valtozik, a feliileti energia pedig az el6bbiek szerint 16m RaAR-rel. A nyomés a buborékon belil és kiviil
megegyezik, ezért tagulasi munka nincsen.
A teljes energia megvéltozésa nulla kell, hogy legyen:

Q?
— 1 AR =
< Sreo 2 + 67TRO&> R=0,

ahonnan

(3) Q = /128R31250a.

Az ennek megfelel6 potencial
_Q  [8aR
B 47T60R B €0 '

a buborék eredeti sugaraval kifejezve, (2) alapjan a kévetkez6t kapjuk:

U:‘/@31+4_a'
€0 V PboT



Simor Arpdd (Pécs, Széchenyi I. Gimn., IV. o. t.) dolgozata alapjan

II. megoldas. A feladatot megoldhatjuk gy is, hogy megkeressiik az erGegyenstly feltételét.
egységére esG huizderdvel egyenld.

Osszuk fel a buborékot két félgombre! Ezeket a bels6 nyomads el akarja tavolitani egymastol, a feliileti fesziiltség
viszont Osszetartja. A két félgdmb 2 - 2rm hosszon érintkezik egymassal (nem szabad elfelejteniink, hogy a hartyanak
két oldala van), a feliileti fesziiltség tehat Fy = 4rra erdt fejt ki. A p tulnyomas egy r sugara félgdmbot Fy = r?mp
er6vel nyom, hiszen ha a félgombot egy sikkal lezarjuk, akkor a korlapra hato erd egyensilyt tart a félgémbre hatéd
ergvel.

Az egyensiily feltétele Iy = Fy, vagyis A

@

p
r

b) Vizsgaljuk meg, milyen er¢k tartjak egyensilyban az R sugart, ) toltési szappanbuborékot! A teljes buborékra,
haté elektromos erék ereddje szimmetriaokokbél nyilvan nulla. Hasonléan a feliileti fesziiltséghdl szarmazéd erdk is
szimmetrikusan kiejtik egymast, ha az egész gdmbdt vizsgaljuk. Célszerd tehat a gombfeliilet egy kicsiny darabjat —
mondjuk AA nagysigut — valasztanunk és az erre a részre hatod erék egyensilyat fogjuk megvizsgélni.

Az elektromos térerdsség a gomb kiilsé feliiletén a Coulomb-torvény értelmében

__Q
47T60R2 '
Mivel a teljes 4R feliileten a Q toltés egyenletesen oszlik el, AA feliiletre A Q = %AA toltés jut. Erre a toltésre
E nagysagu elektromos ergtérben
Q2
(4&) FB:AQE:M

taszitoers hat, amellyel a feliileti fesziiltségb6l szarmazo
4o
Fy=p - AA= fAA
nagysagu, sugariranyban befelé mutato erd tart egyensilyt. A két erG egyenlGségébdl a toltésre
64R3m2eqcr

adodik, ami v/2-sz6r kisebb, mint az I. megoldéas megfelel§ eredménye!

A hibat ott kovettiik el, hogy feltételeztiik: a A @ toltés homogén E erdsségd elektromos erétérben helyezkedik el. A
valosagban a szappanhartyat feltolts elektromos toltés, amely a kiils6 feliileten helyezkedik el — bar igen vékony — véges
vastagsaggal rendelkezik és a térerdsség csak a kiils6 oldalan egyenlé E-vel, belil nulla. Befelé haladva a térerdsség
fokozatosan csokken, a legbelss toltés mar nulla térerdsségi helyen van, a térerGsség atlagosan E/2-nek vehets. Igy
(4a) helyett a helyes Osszefligges

(4b) F=1ip.4Q=

ami mér (3)-mal azonos eredményt ad.
A szamitas a tovabbiakban megegyezik az I. megoldas megfelels részével.

Béky Lordnd (Eger, Gardonyi G. Gimn., III. o. t.) és
Gyorgyi Géza (Bp., Fazekas M. Gyak. Gimn., IV. o. t.) dolgozata alapjan

helyett gyakran hasznaljak a k jelolést, amelynek kozelits értébe 9 - 10° Nm?/C? MKSA

1
Megjegyzések. 1. Az
47‘(80

egységrendszerben.
A teljes egzaktsag kedvéért meg kell jegyezniink, hagy az MKSA rendszerben pyg, és eg értérét a kovetkezd egyen-
letekkel definidljuk:
47 Vs Vs 10" m? As
=—— ~ 1,256 637-10"°— = .=
Ho = 10" Am ’ Am’ T mE e Vm
ahol ¢ a fénysebesség vikuumban. Ezek szerint po értéke véglegesen (tetsz6leges pontossaggal) rogzitett, o értéke
pedig annak megfelelGen vdltozik, hogy milyen pontossaggal tudjuk c-t mérni.



Ha megelégsziink a ¢ ~ 3 - 10°m s~ ! pontossaggal,

1 As As Nm?
~N————— &~ 88419-10712—, k= ~9-10°
036109 Vm - V' Ao C?
A pontos ¢ ~ 2,997925 - 108 m s~ értékkel viszont:
As
~ 8854210712 —
€0 9 Vma
Nm?
~ 9
k ~ 8,9876 - 10 o

Bar numerikusan csak igen kis kiilonbségekrsl van sz6, mivel azonban ez a kiilénbség elvi, sziikségesnek tartottuk
ezt az ismertetést, annal is inkdbb, mert a jelenleg hasznalatos Filiggvénytablazatban is hol az egyik, hol a méasik érték

szerepel.
Bodé6 Zalan

2. A viz feliileti fesziiltsége o = 0,073 N/m. Egy r = 1 cm sugaru szappanbuboréknal a (2) egyenletben a kobgyok
alatt 1,003 all, ami nagyon jé kozelitésben egynek vehets. Ez annyit jelent, hogy realis méretd buborékoknal olyan
kicsiny a gorbiileti nyomas a kiils6 légnyoméashoz képest, hogy a térfogatvaltozas (R és r kiilonbozGsége) teljesen
elhanyagolhat6. A feladatban szereplé U potencial néhany cm-es buborékmeéretnél 10* V nagysagrendi.
kicsiny, képzeletbeli Ar elmozdulassal torténd szamitas (virtualis munka elve) nem egy 6néllo, a Newton—egyenletektol
fliggetlen mechanikai torvény, hanem azokbol levezethets, azok kdvetkezménye.



