I. megoldas. Célszeri elGszor a geometriai viszonyokat tisztaznunk. Ha n darab r sugara golyébdl szorosan egy
szabalyos sokszoget rakunk ki, akkor az 1. abra szerint a golyok kdzéppontjanak és a sokszog kozéppontjanak tavolsaga

1 R=——.
(1) sin 180°/n
A kozépre helyezett golyo csak akkor tamaszkodik a tobbire, ha
R <27, vagyis ha n < 6.

Ellenkez6 esetben valamennyi goly6 az asztallapon nyugszik és nyilvanvaléan sturlédas nélkiil is egyensilyban van.
Elegendd tehat az n = 3, 4 és 5 eseteket vizsgalnunk.
Valasszunk ki egy golyot az alsok koziil és rajzoljuk le ezt, valamint a kozépsS golyot oldalnézetbdl (2. abra).

A késGbbiekben sziikségiink lesz a golyok kozéppontjat Osszekotd egyenes és a fiiggbleges altal bezart ¢ szog
nagysagéra. A 2. abrarol leolvashaté, hogy

sin o = —,
2r
vagyis (1) felhasznalasaval

1
2 -sin 180°/n’
Ezek utan ratérhetiink a feladat fizikai részének megoldasara. Merev testek nyugalmi allapotat akarjuk lefrni, ennek
pedig az a sziikséges és elegendd feltétele, hogy a testekre haté erék ereddje, valamint a forgatéonyomatékok Osszege
nulla legyen. Mivel a rendszer t6bb testbdl all, az egyensuly feltételének mindegyik testre kiilon—kiilon teljesiilnie kell.

Irjuk le elGszor a kozépss golyo egyensulyat (3. abra).

(2) sin p =

3. dbra

A testre G silyerd, valamint ismeretlen nagysigi K nyomoers és Sy surlodasi erd hat. Az utobbi két erd természe-
tesen n-szer lép fel, de csak egyet—egyet tiintettiink fel a rajzon. Erdemes az erdket fiiggsleges és vizszintes dsszetevékre
bontanunk.

A fiiggbleges Osszetevok egyenstlyanak feltétele :

(3) G — n(K cos ¢ + 51 sin ) = 0.

A vizszintes Gsszetevok eredGje, valamint a forgatonyomatékok Osszege szimmet-ria—okokbol nyilvan nulla.
Az asztallapon fekvs golyok mindegyikére a 4. abran lathatd er6k hatnak.



4. dbra

A nyomé- és surlodasi er6k nagysidga Newton III. axidmaja értelmében megegyezik a 3. abran felvett erék nagysa-
gaval. N az asztal nyomoerejének, So az asztallap és a golyo kozti surlodasi er6nek a nagysagat jeloli. Az alsé golyok
nem hatnak egymasra semmilyen erével, hiszen a legkisebb nyomoéers eltavolitané Gket egyméastol, 6sszeszorit6 erd hia-
nyaban viszont strlédasi eré sem léphet fel. Ismét felirhatjuk a fiiggsleges és vizszintes er6komponensek egyensiulyanak
feltételét :

(4) K cos p+ S1sinp+G—N=0,
(5) K sin o — 57 cos ¢ — So = 0.

A forgatonyomatékok Gsszege barmely pontra vonatkoztatva nulla kell, hogy legyen. A goly6 kozéppontjéra felirva :
(6) Sir— Sar = 0.

Vigyaznunk kell, a strlodési er6 és a nyomoéerd kozott nem all fenn az Fy = pF,, Osszefiiggés, hiszen a testek nem
cstsznak egymason, hanem az Fy < 11 F,,, egyenl6tlenség érvényes. Jelen esetben az egyensuly feltételéhez sziikséges
az

(7) 81§K, és S2§,U/'N

egyenl6tlenségek mindegyikének teljesiilése.
A (3)-(6) egyenletrendszer egyértelmien meghatarozza az S1, Se, K és N ismeretleneket. A megoldas

1 1 G i
N="TlG k=G S§=5=-2_1¢
n n 1+ cos ¢
Ezeket (7)-be helyettesitve a
1 sin ¢
8 > L
(8) u_n—i—ll—i—coscp’
illetve a
sin ¢
9 >_> 7
) f= 1+cos @

felteteleket kapjuk. Mivel (9) erGsebb megszoritast jelent, mint (8), ezért az egyensuly sziikséges és elégséges feltétele :

(10) w2 tg (p/2).

Az utolso l1épésnél felhasznaltuk a )
sin ¢ ©
— T —tg L
14 cos ¢ & 2
trigonometriai azonossagot. (2) alapjan sin ¢-t kifejezhetjiik n-nel, igy végiil n darab golyonal a sarlodasi egyiitthatora
alsé korlatként a

o o

18
(11) iy, = 2 -sin
n n

kifejezést kapjuk. A megfelel6 numerikus értékek
3 =vV3—vV2~032, u=vV2-1~041, pus=~0,56.

A (11) képlet formalisan érvényes n = 2 és n = 6 értékekre is. Az el6bbi esetben s = 2 — v/3 = 0,27, de ilyenkor
nincs értelme sokszogrél beszélni és az egyensily labilis. n = 6-ra ug = 1, ami csak akkor helyes, ha valamilyen médon
biztositani tudjuk, hogy a kozéps6 goly6 ne tdmaszkodjék az asztalra — hiszen ezt a szadmitas soran kihasznaltuk.



Példaul a kozépss golydt egy nagyon kicsivel nagyobbra készithetjiik a tobbinél, vagy pedig egy kicsit horpadt feliiletre

helyezziik a golydkat.

Abrahdm Tibor (Eger, Gardonyi G. Gimn., IL. o. t.) dolgozata alapjan

II. megoldas. A feladatot megoldhatjuk szerkesztéssel is. Az asztalon levs barmely golyd akkor van egyensulyban,
ha a ra hato er6k eredgje nulla és hatasvonaluk egy ponton megy at. Ez utobbi feltétel a forgatényomatékok egyensilyat

biztositja.

A G sulyer6, az asztal nyomoereje és az asztalnal felleps sarlodasi erd egyarant a B ponton halad at (5. abra).

Sziikséges tehat, hogy a felsd golyo altal kifejtett erd (nyomoers+sarlodasi erd), amelynek hatasvonala az A ponton
biztosan 4tmegy, szintén a B ponton haladjon at. Ez annyit jelent, hogy az érintkezési feliiletre merdleges egyenes és
az eré hatasvonala /2 szoget zar be. A (7) feltétel szerint viszont az egyensuly feltétele éppen az, hogy ezen szog
tangense kisebb legyen, mint p. Igy kozvetleniil megkaptuk (10) egyenl6tlenséget.

Az asztal és a golyo kozott hato erd a 6. abra alapjan biztosan kisebb szoget zar be a fliggolegessel, mint /2, ezért
a (10) feltétel egyben azt is biztositja, hogy az asztallapnal sem cstuszhatnak meg a golyok.

Préhle Péter (Bp., Fazekas M. Gyak. Gimn., II. o. t.)

Megjegyzés. A numerikus szamitas eredményét 6sszefoglaljuk a kovetkezd tablazatban :

n T sin cos ¢ I
1 1
2 | 30° - V3 — 0,268
2 2 2+3
3| 35,2° v3 2 _r 0,318
3 3 V243
4| 45 V2 V2 Ao 1-0414
2 2 1++2
5 | 58,7° 2 V5 —2v5 2 = 0,559
10— 25 3 V10— 25+ /6 —2V5
6 | 90° 1 0 1 ~1




